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内 容 提要 

本 书 是 与 同济 大 学 数学 系 编 《 工 程 数 学 一 线性 代数 ?第 六 版 教材 
配套 的 学 习 辅 导 书 ,主要 面向 使 用 该 教材 的 读者 ;本 书 是 由 该 教材 的 编 
者 编写 。 

本 书 在 《工程 数学 一 一 线性 代数 > 第 五 版 附 册 ( 即 辅导 书 ) 的 基础 上 
修订 而 成 ,修订 时 对 要 求 偏 高 的 内 容 又 作 了 一 定 程 度 的 删节 或 改写 ; 同 
时 结合 近年 来 的 教学 实践 ,加强 了 一 些 基 本 概念 的 讲解 和 基本 运算 的 训 
练 ,使 之 更 贴近 "工科 类 本 科 数 学 基础 课程 教学 基本 要 求 " 。 全书 与 教材 
一 致 分 为 六 章 ,每 章 内 容 包括 基本 要 求 ,内容 提要 .学习 要 点 .释疑 解难 、 
例题 剖析 与 增补 .习题 解答 .补充 习题 ( 附 答案 和 提示 ) 等 七 个 栏目 。 其 
中 "释疑 解难 "显示 出 编者 对 课程 内 容 的 深刻 理解 和 长 期 积累 的 丰富 经 
验 交 例题 剖析 与 增补 "充分 开发 出 例题 的 内 涵 , 并 有 助 于 读者 掌握 举 一 
反 三 的 学 习 方 法 ;习题 解答 "注重 阐明 解 题 的 思想 和 方法 ,并 对 全 书 习 
题 作 出 规范 解答 。 

本 书 具 有 相对 的 完整 性 和 独立 性 ,不 仅 面向 使 用 同济 《工程 数 
学 一 一 线性 代数 ?第 六 版 的 读者 ,也 可 作为 一 般 线性 代数 课程 的 学 习 畏 
导 书 和 考研 参考 书 。 
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本 书 是 与 同济 大 学 数学 系 编 《 工 程 数学 一 一 线性 代数 》 第 六 版 相配 套 的 学 习 
辅导 书 ,是 在 第 五 版 辅导 书 的 基础 上 修订 而 成 的 。 修 订 的 指导 思想 与 教材 修订 
的 想法 是 一 致 的 。 

本 书 按 人 《工程 数学 一 一 线性 代数 》 第 六 版 的 章节 顺序 逐 章 编写 ,每 章 包 括 以 
下 几 部 分 内 容 : 

一 、 基 本 要 求 ”主要 根据 教育 部 高 教 司 颁 发 的 “工科 类 本 科 数 学 基础 课程 
教学 基本 要 求 " 确 定 ,同时 也 根据 当前 的 教学 实际 作 了 少许 修改 并 细 化 。 

二 、 内 容 提要 归纳 本 章 的 主要 内 容 。 

三 、 学 习 要 点 “概括 地 阐明 本 章 的 重点 和 学 习 的 关键 。 

四 、 儿 疑 解难 针对 本 章 的 重点 内 容 和 较 难 理解 的 内 容 , 针 对 学 生 在 学 习 
本 章 时 常常 问 及 的 一 些 共同 性 的 并 有 较 大 意义 的 问题 ,编选 出 若干 个 问题 予以 
分 析 、 解 答 , 以 帮助 读者 释疑 解难 并 加 深 理 解 。 

五 、 例 题 剖 析 与 增补 ， 对 教材 中 一 些 典 型 的 例题 加 以 剖析 ,分 析 其 解 题 思 
路 所 用 的 原理 和 方法 ,说 明 该 例 的 意义 或 引申 到 一 般 化 的 结论 ;增补 的 例题 是 
教材 例题 的 扩充 和 深化 , 旨 在 帮助 读者 加 深 理 解 一 些 重要 的 概念 和 提高 解决 问 
题 的 综合 能 力 ,而 不 在 于 它 的 解 题 技巧 ,其 内 容 和 要 求 仍 属于 基本 要 求 的 范围 。 

六 、 习 题解 答 对 教材 中 全 部 习题 作出 解答 ,其 中 部 分 习题 给 出 几 种 解法 ， 
并 视 需 要 作 适 当 的 评述 。 

七 、 补 充 习题 ( 附 答 案 和 提示 ) 为 满足 读者 练习 的 需要 ,补充 少量 习题 ,其 
中 包括 若干 选择 题 。 

本 书 仍 由 同济 大 学 数学 系 骆 承 钦 、 胡 志摩 合 编 。 限 于 水 平 , 书 中 难免 存在 不 
足 之 处 , 尺 请 同行 和 读者 批评 指正 。 
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使 用 说 明 


1. 本 书 中 所 称 " 教 材 " 是 指 同 济 大 学 数学 系 编 《 工 程 数学 一 一 线性 代数 》 第 
六 版 。 

2.“ 释 姓 解 难 " 中 的 问题 编号 用 " 问 思 .2” ,其 中 轨 为 章 号 ,7 为 题 号 。“ 例 
题 剖析 与 增补 "中 例题 的 编号 " 例 2 为 该 例 在 教材 同一 章 中 的 编号 ,增补 的 例题 
编号 用 " 例 闷 .? ,其 中 瘦 为 章 号 ,? 为 题 号 。“ 习 题解 答 " 中 的 题 号 为 该 习题 在 
教材 同一 章 中 的 编号 “补充 习题 "的 编号 用 " 冯 . 7 ,ma 为 章 号 ,7 为 题 号 。 

3. 本 书 中 采用 的 逻辑 符号 的 含义 : 

V 任 给 
之 ”推出 
兮 互 推 , 等 价 ,充分 必要 条 件 
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第 工 章 
行 列 式 


基本 要 求 


. 会 用 对 角 线 法 则 计算 二 阶 和 三 阶 行列 式 . 

. 知道 ” 阶 行列 式 的 定义 及 性 质 . 

. 知道 代数 余子 式 的 定义 及 性 质 . 

. 会 利用 行列 式 的 性 质 及 按 行 ( 列 ) 展 开 计 算 简单 的 ” 阶 行列 式 . 


人 PND 一 


性 六 
内 容 提要 
1. 行列 式 的 定义 
7 阶 行列 式 
ZI 42 ” 41ln 
忆 加 区 
D = 和 二 六， 4 二 1)"aly CQ25， Qt ? 
8 8 8 加。 下 四 
Qnrl Qnr2 ”4 


其 中 记 思 … 思 ,为 自然 数 1,2,…,7 的 一 个 排列 ,* 为 这 个 排列 的 送 序 数 , 求 和 符 
号 >， 是 对 所 有 排列 p; pz…z 思 。 求 和 . 


Pb。 

?2 阶 行列 式 忆 中 所 含 个 数 叫做 D 的 元 素 ,位 于 第 守 行 第 j) 列 的 元 素 wi 
叫做 疡 的 (7) 元 . 

二 阶 和 三 阶 行列 式 的 计算 适用 对 角 线 法 则 . 

2. 行列 式 的 性 质 

(1) 行列 式 忆 与 它 的 转 置 行列 式 DI 相等 . 

(2) 对 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 变 号 . 

(3) 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 元 素 都 乘 以 同一 数 &, 等 于 用 数 & 乘 此 行 
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列 式 ; 或 者 ,行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 有 公 因 子 &, 则 A 可 提 到 行列 式 记号 
让 外 
(4) 行列 式 中 如 果 有 两 行 ( 列 ) 元 素 完 全 相同 或 成 比例 , 则 此 行列 式 为 零 , 
《5) 若 行列 式 的 某 一 列 ( 行 ) 中 各 元 素 均 为 两 项 之 和 , 则 此 行列 式 等 于 两 个 
行列 式 之 和 ， 


例如 
第 j 列 
QI QI2 (ar+al) ”QQln 
a21 022 … (aaj+Q2) Ca2n 
Cnl Cn2 ee (ao 十 az) se Cn 
第 7 列 第 ) 列 
CLII CD ”Qi ”Qin QII CC ”4 ”4 
四 Q2) CQC2r 二 Q21 222 忆 21) Q27 
Cnl CQz2 1 Qz1l Q@n2 > Q 厅 和 Qin 





此 时 ， 可 形象 地 称 为 行列 式 按 第 7 列 拆 成 两 个 行列 式 . 
(6) 把 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 乘 以 同一 数 然后 加 到 另 一 行 ( 列 ) 的 对 
应 元 素 上 去 ,行列 式 的 值 不 变 . 
3. 行列 式 的 按 行 ( 按 列 ) 展 开 
(1) 把 2 阶 行列 式 中 (7) 元 ar 所 在 的 第 ; 行 和 第 ) 列 画 去 后 所 成 的 z -1 
阶 行列 式 称 为 ij) 元 or 的 余子 式 , 记 作 Mi Ai =(-1) Mi 称 为 (i, 丰 元 的 
代数 余子 式 . 
(2) 2 阶 行列 式 卫 等 于 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 对 应 的 代数 余子 式 的 
乘积 的 和 . 即 D 可 以 按 第 ; 行 展 开 : 
DP=ailAi+aizApz+…+anrAi (=1,2，……,7); 
或 者 按 第 1) 列 展开 : 
也 三 CUAU QT 二 CA =1) 2 77 
(3) 行列 式 中 任 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 乘 
积 之 和 等 于 零 . 即 
ailAii+a2A2 十 … 十 Can 三 0 天 )， 
和 aiiQD+a2iAzT+T 十 an 三 0 天 1 
4. 一 些 常 用 的 行列 式 


学 习 要 点 3 


(1) 上 下 三 角形 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 的 元 素 的 乘积 . 即 


QZ11 212 ” 2in 411 
驻 22 C2x C21 CQ22 
2 s 6 一 QI1IQ22 ”Qnr 
Qnr Cnl Qn2 ER Qzn 


(未 标明 的 元 素 均 为 零 , 下 同 ). 
特别 ,对 角 行 列 式 等 于 对 角 线 元 素 的 乘积 , 即 

















41 
42 
一 人 A1A2 人，， 
An 
Q11 QI 21l 妨 款 
(2) 设 Di = : | ,D2=| : 
CAI QQ 扎 Onl Or 
QI1l ” QI 
: 0 
已 六 
则 &1 人 有 ,页 "到 
CE 和， 
Cnl 人 Cn bal 人 0 
) 
学 习 要 点 


本 章 的 重点 是 行列 式 的 计算 .对 于 ” 阶 行列 式 的 定义 只 需 了 解 其 大 概 的 意 
思 , 对 于 行列 式 各 条 性 质 的 证 明 只 需 了 解 其 基本 思路 .要 注重 学 会 利用 这 些 性 质 
及 按 行 ( 列 ) 展 开 等 基本 方法 来 简化 行列 式 的 计算 ,并 掌握 两 行 ( 列 ) 对 换 、 某 行 
( 列 ) 乘 数 . 某 行 ( 列 ) 加 上 另 一 行 ( 列 ) 的 & 倍 这 三 类 运算 .按照 “会 计算 简单 的 > 
阶 行列 式 "这 一 基本 要 求 ,对 于 计算 行列 式 的 技巧 毋 需 作 过 多 的 探求 . 
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释疑 解难 


问 1.1 行列 式 与 行列 式 的 值 有 什么 区 别 ? 


答 ”这 是 一 个 “形式 "与 内涵" 的 问题 .以 二 阶 行列 式 为 例 . 式 子 | 叫 


做 二 阶 行列 式 , 它 表示 一 个 数 








好 


交往 一 9 天 ， 
这 个 数 叫做 二 阶 行列 式 的 值 ,并 记 作 


堪 





.了 
三 ZXO 一 yu， 
& 也 


注意 上 式 中 的 等 号 是 “ 记 作 "的 意思 ,但 由 于 等 号 通常 理解 为 两 边 的 数 相等 ,因此 
上 式 左边 的 行列 式 记号 也 就 表示 行列 式 的 值 .两 个 行列 式 相 等 是 指 它们 的 值 
相等 . 

由 于 行列 式 记号 既 表 示 行 列 式 ,又 表示 它 的 值 , 因 此 教材 中 没有 明确 提出 
“行列 式 的 值 "> 这 一 名 称 ,把 “行列 式 的 值 "也 叫做 "行列 式 ”. 

问 1.2 ”如何 理 解 行列 式 的 定义 ? 

答 ) 阶 行列 式 D=det(ay) 的 定义 

刀 = 之 (一 1) aipQ&a2p anp ， 


其 中 上 是 排列 pp … 思 的 逆序 数 . 此 定义 中 应 注意 几 点 : 

(1) 和 式 记 号 半 是 对 集合 P= 1 1 思 2… 娘 | 加 思 2 是 1,2,…,7 的 排列 | 作 
和 , 因 ”个 不 同 元 素 的 排列 数 是 zz! ,于 是 该 和 式 共 有 2z! 项 ; 

(2) 和 式 中 的 每 一 项 都 是 取 自 疡 中 不 同行 \ 不 同 列 的 元 素 之 积 . 由 排列 知 
识 知 ,D 中 这 样 不 同行 ` 不同 列 的 ”个 元 素 之 积 共 有 ?1! 个 . 

(3) 和 式 中 每 一 项 c 都 带 有 符号 ( - 1) ,+ 是 列 标 排列 p; pz…z。 的 逆序 数 ， 
即 根据 此 排列 的 逆序 数 为 偶数 或 奇数 ,6 依次 取 “+ "或 “- ”. 根 据 排列 的 性 质 ， 
和 式 中 各 有 号 :项 取 “ + “和 取 “ 一" 

由 上 所 述 可 知 ,m” 阶 行列 式 恰好 是 它 的 不 同行 ,不 同 列 的 ”个 元 素 之 积 
的 代数 和 ,是 一 个 “ 积 和 式 ”, 其 中 一 半 带 有 正 号 ,一 半 带 有 负 号 . 

问 1.3 (1) 余子 式 与 代数 余子 式 有 什么 特点 ? 〈2) 它们 之 间 有 什么 联系 ? 

答 (1) 设 D=det(a), 因 (站 元 ap 的 余子 式 Mi 和 代数 余子 式 A, 都 是 
在 D 中 画 去 了 第 ; 行 . 第 7) 列 ( 从 而 也 就 画 去 了 ay ) 后 计算 而 得 , 故 它们 仅 与 位 
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置 人 zj) 有 关 , 而 与 (zi ,7 元 的 数值 无 关 . 
(2) 它们 间 的 联系 是 Aj =(-1) 一 Mi; 因而 当 守 +y7 为 偶数 时 ,二 者 相 
同 ; 当 z+y7 为 奇数 时 ,二 者 符号 相反 .它们 间 的 关系 也 可 用 图 示 为 


十 二 


其 中 ,符号 * + "表示 对 应 位 置 上 A, = Mi; 符 号 - "表示 对 应 位 置 上 A， = 
- M -上 图 的 规律 可 简单 地 归结 为 :对 角 线 上 为 正 , 正 的 “邻居 "为 负 , 负 的 “ 邻 
居 " 为 正 ， 
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一 、 教 材 例 题 剖 析 
例 6 计算 ” 阶 行列 式 


Qiln 
0 Q2,n-1 Q2n 

三 
Qn ,1 Cn nn=-L Qn nn 


析 本 例 意 在 学 习 依 次 对 换行 ( 列 ) 技 巧 , 其 特点 是 : 当 把 第 ” 行 换 到 第 一 
行 时 ,原来 的 第 一 行 、 第 二 行 …… 第 ”-1 行 依次 换 到 第 二 行 . 第 三 行 …… 第 mn 
行 , 亦 即 这 些 行 的 先后 次 序 保 持 不 变 . 有 读者 问 : 直 接 将 第 一 行 与 第 行 .第 二 
行 与 第 -1 行 …… 对 换 使 之 成 为 上 三 角形 行列 式 岂 不 更 方便 ?当然 可 以 这 样 
做 ,但 要 面临 对 换 次 数 和 7 两 方面 的 奇偶 性 的 讨论 ,这 相当 于 要 对 =4&+i 
(=0,1,2,3) 作 讨论 ,实际 上 反而 要 困难 .此 例 结果 也 可 直接 引用 . 

例 7 例 7( 续 ) 计算 
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3 业 “二 下 少 
门 = 二 地 1 号 汪 人 | ， 
几 0 2 
一 和 有 一 和 
析 这 行列 式 的 特点 就 在 于 它 没有 任何 特殊 之 处 ,因而 其 求解 方法 也 最 具 
普遍 意义 . 例 7 中 ,把 了 化 成 上 三 角形 行列 式 . 例 7( 续 ) 中 ,把 卫 按 行 (或 列 ) 展 
开 . 因 第 三 行 元 素 的 数值 较 简 单 , 故 按 第 三 行 展开 . 为 减少 展开 式 中 非 零 项 的 项 
数 , 先 利用 行列 式 性 质 ,把 第 三 行 除 元 素 as 之 外 全 化 成 0, 使 展开 式 中 只 有 一 
项 .这 两 种 方法 是 行列 式 计 算 的 基本 方法 ,要 熟练 掌握 . 


例 8 计算 
3 了 寺 了 
国道 和 本 和 | 
万 = 
113 1 
下 -二 全 


析 本 例 中 属于 一 类 重要 的 行列 式 ,在 后 继 内 容 中 会 多 次 遇 到 此 类 行列 
式 ,其 特点 是 对 角 元 相同 ,并 且 非 对 角 元 也 相同 . 它 的 一 般 形 式 为 教材 习题 8(2) ， 
可 以 用 多 种 方法 计算 其 值 ,但 最 基本 也 最 方便 的 方法 就 是 本 例 介 绍 的 , 即 利 用 各 
列 ( 行 ) 元 素 之 和 相等 ,把 各 行 ( 列 ) 同 时 加 到 第 1 行 ( 列 ). 

例 12 证 明 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 行 列 式 





1 1 5 1 
1 Z2 Tzr 
E 2 2 ER 2 __ 旬 
也 ,=| zl1 并 2 工 n = [1 (rz -zz)， 
， 本 ?过 1>J/>1 
2 泛 和 1 


其 中 记号 "I1 "表示 全 体 同 类 因子 的 乘积 . 

析 (1) 应 注意 教材 中 把 D, 降 阶 的 技巧 :从 第 ” 行 开 始 ,后 行 减 前 行 的 zi 
倍 .如 果 进 行 相反 方向 的 运算 , 即 从 第 2 行 开 始 ,后 行 减 前 行 的 若干 倍 , 则 无 法 得 
到 关于 D, 的 递 推 公式 . 

(2) 范 德 蒙 德行 列 式 看 做 ”个 变 元 xl, za,…，,zw 的 函数 ,有 三 个 特点 : 

(i) 从 列 的 角度 看 ,第 ) 列 元 素 从 上 到 下 依次 为 变 元 z 的 零 次 宕 .一 次 过 …… 
(7 一 1) 次 宕 ,=1,2,… ,mi 

(ii) 从 行 的 角度 看 ,第 ; 行 (z,) 元 是 变 元 zx 的 (1) 次 寡 ,R=1,2,…， 


7111=1,2，……, 1; 
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(iii) 从 结果 看 , 范 德 蒙 德行 列 式 是 以 所 有 可 能 的 足 标 大 的 变 元 与 足 标 小 的 
变 元 之 差 作 为 因子 的 乘积 . 
例 13 设 
及 ”二 当 2 1 
新 三 1 1 和 三 3 
二 人 号 1 3 
”二 
D 的 (; 7) 元 的 余子 式 和 代数 余子 式 依次 记 作 Ma 和 Ai , 求 
40+Ao+Aas+AN4 及 Mi+ M2+ Mal+ M4 ， 
析 本 例 的 目的 是 熟悉 代数 余子 式 ( 或 余子 式 ) 的 性 质 以 及 行列 式 的 按 行 
(或 按 列 ) 展 开 . 以 求 c=Al+Az+Aa+Al 为 例 . 
(1) 如 果 直 接 用 代数 余子 式 定 义 , 那 么 要 计算 4 个 三 阶 行列 式 ,显然 计算 量 
比较 大 . 
(2) 代数 余子 式 Ax 的 特点 是 它 与 忆 的 (zi,7 思 元 的 数值 无 关 . 因 此 ,与 其 说 万 
的 (zi7) 元 az 对 应 着 Ai , 倒 不 如 说 的 (i ,7 元 所 在 的 位 置 (1,7) 对 应 着 Ai 由 
此 可 知 , 和 式 c 与 忆 的 第 一 行 元 素 无 关 . 令 
1 1 1 ] 
1 1 目 。” 一 
-TS IT 
一人 小 一 
则 Di 与 卫 的 第 一 行 元 素 的 代数 余子 式 是 相同 的 , 即 Av 也 是 Di 的 (1,7) 元 的 
代数 余子 式 , 从 而 和 式 c 恰好 是 Di 按 第 一 行 的 展开 式 : 
ca=A+A2+Aa3a+A4=DD1. 


二 、 例 题 增 补 


例 1.1 由 行列 式 定 义 计 算 
2 并 


也 1 = 


F(z) 三 


r 庆 haR AS 

二 间 靖 一 
| 
jw 


中 z 与 二 的 系数 . 

解 ”由 行列 式 定义 ,f(z) 是 这 个 行列 式 中 所 有 取 自 不 同行 ,不 同 列 的 元 素 
之 积 的 代数 和 ( 记 为 也), 它 是 关于 z 的 至 多 4 次 的 多 项 式 . 因 行 列 式 中 每 个 元 
素 至 多 是 z 的 一 次 多 项 式 ,于 是 
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0 是 D 中 的 z4 项 
人 5 含有 4 个 取 自 不 同行 \ 不 同 列 的 zx 的 一 次 多 项 式 的 元 素 
全 5 是 DD 的 (1,1) (2,2) (3,3) (4,4) 元 之 积 
全 ac=27z4( 容 易 知 道 该 项 的 符号 为 正 ); 
5 是 DD 中 的 z3 项 
多 c 含有 3 个 取 自 不 同行 ,不 同 列 的 z 的 一 次 多 项 式 的 元 素 ,而 余下 一 行 、 
一 列 的 元 素 ( 已 惟一 确定 ) 是 常数 
全 r 是 疡 的 (1,2) (2,1) (3,3) (4,4) 元 之 积 
95= -2z (容易 知道 该 项 的 符号 为 负 ) . 
例 1.2 计算 五 阶 行列 式 


业 了 和 
234353 1 
D=|l34353 1 2|. 
4 3 二 
SSl23 4 


解 一 “利用 各 行 的 元 素 之 和 相同 的 特点 ,把 除 第 1 列 以 外 的 各 列 加 到 第 1 
列 ,得 














1 234 5 条 
全 和 本 芳 1 人 
启 吉 | 栈 未 泗 二 到 斌 三 | 二 未 全 本 这 
上 这 -各 辆 :本 家 六 .二 及- 洒 
15 1234 1 
1 
nm 0 1 1 1 -4 
一 150 1 1 -4 1 

3 
2 
0 -4 1 ii 1 
1 1 1 - 
按 第 1 列 展开 15| 1 1 一 4 


4 

1 

1 -4 1 1 

-4 1 1 1 

对 上 式 最 后 一 个 行列 式 作 变换 :把 各 行 加 到 第 1 行 并 提取 
得 


第 1 行 的 公 因子 - 1， 
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1 1 1 1 1 1 
古人 0 0 -5 0 
D = -15 一 15 
1 -4 1 =-r 0 -5 000 
2 -5 0 .00 
列 展 人 
1 
| 
-3 0 0 
解 二 从 D 的 最 后 一 行 开 始 , 后 行 减 去 前 行 , 得 
1 2 3 4 5 1 1 2 3 4 
于 1 0 00 -5 
万 = ii Li 各 -0 nm - 0 
zi 一 2,3,4,5 
二 1 0 -5 0 
1 =4 1 dt 1it 1 -5 0 0 
al 2 3 
。 -5 
6 按 第 1 列 展开 -5 
-一 一 一 一 -5 一 一 -一 一 一 < 
= 
-5 
-5 
0 -5 
=Q&X(--5S)， 
其 中 =1+1+2+3+4-3, 所 以 D=1875. 
例 1.3 计算 ” 阶 行列 式 
C1 1 1 
1 0 
丰 一 _ 人 ,其 中 ala2…a) 天 0. 
1 0 C 


解 一 有些 书 称 这 个 行列 式 为 爪 形 行列 式 .通过 把 D 的 第 1 行 中 除 (1,1) 
元 ai 外 其 他 元 素 均 变 成 为 零 ,化 D 为 下 三 角形 行列 式 , 具 体 如 下 : 








Qm 
[ 注 ] 在 行列 式 的 计算 中 ,我 们 常用 ” * "表示 那里 可 能 有 一 些 非 零 元 素 , 但 对 行列 式 的 值 没有 影响 ; 
用 0 表示 那里 的 元 素 都 是 零 . 
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其 中 ,6 = al- 工 -…- 寺 ,于 是 ,D = azaian(a - 
Q2 人 7 i 一 


解 二 把 按 第 1 行 展 开 , 由 代数 余子 式 


A | 一 
Se 


1 aa， 
1 Qij-1 
AU=( 一 1 1 QD 和 0 0 0 
1 Qiji+l 
1 CQ 


按 第 j -1 行 展 开 


二 (7 =2;,3,…，,7) 


得 商 志 油坊 
jE2 7 
例 1.4 利用 范 德 蒙 德行 列 式 计算 四 阶 行列 式 
Q 让 地 
CQ2 已 Cc2 妈 2 
a3 D3 C3 如 


大 十 芭 十 殉 砚 十 忆 十 到 运 于 软禁 下 0 十 太 十 友 


apD c Cd 

W 2 

解 闪 二 | ， 
r4 二 (e+p+c+dw) a3 03 C3 c3 





1 1 1 1 
把 上 式 等 号 右边 的 行列 式 的 最 后 一 行 依次 与 前 面 的 行 交 换 , 共 交换 3 次 ,得 
1 1 1 1 
C EC 它 妈 
刀 = 一 (& 十 二 十 c 十 也 ) 


儿 
g2 配 如 于 
本 


此 为 4 阶 范 德 蒙 德行 列 式 ,根据 例 12 的 结果 ,得 


万 二 一 (R 十 畴 十 鼠 潮 过 外 而 一 GJOC 一 下放 婉 一 站 这 二 一 在 姑姑 一 而 多 家 一 产 ) 
例 1.5 计算 2+1 阶 行列 式 


刀 
Cn+l 


习题 解答 11 


， 一 交 拓 要 
& 和 ii 冲 i Cl1 “01 D1 
a3 102 a3 0 2 
中 一 1 刀 一 2 了 2 于 
加 让 这 作 5 罗 刘 站 应 二 1 bn+1 


解 首先, 我们 恒 可 假设 w; 天 0,i=1,2,…,7+1. 因 若 有 某 一 a;=0, 例 如 
art1=0, 则 将 D,; 1 按 它 的 第 2+1 行 展开 ,得 到 D, = 名，D,; 若 D, 中 诸 a， 
均 不 为 零 , 则 已 如 我 们 之 假设 ;不 然 ,对 D, 作 相 同 的 讨论 .其 次 考察 此 行列 式 ， 
它 的 第 守 行 元 素 是 ea 、 访 的 2 次 齐 次 函数 ,于 是 从 第 大 行 提 取 因 子 o"(i = |， 


S 上 六 7 
2，…,n+1D) 后 ,第 ; 行 .第 列 元 素 成 为 | 全 】 休 =1)2，… 姑 十 1 和 三,2， 
姑 十 1) , 即 有 


忆 站 二 可 1 况 3 7 机 市 





| 

21 241 21 
| 

Q2 Q2 22 ， 
Or 1 人 ) (> + 1 ) 
Cn+l Qnr+l Qn+l 


上 式 等 号 右边 的 行列 式 为 浆 +1 阶 范 德 蒙 德 行列 式 之 转 置 行列 式 , 因 此 


Dr 三 1Q3… 


0 图 | 包 区 久 
@Gmn+l Q@ 喜 
1<i<) 委 n+1 了 让 


二 aij 0i) ， 


1. 利用 对 角 线 法 则 计算 下 列 三 阶 行列 式 : 


《1) 


(3) 





2 
1 


0 
一 4 
8 
1 
0 
本 





1 
国 交 | 
3 





9 








人 而 交 
(2 5 人 3 
C 克 了 
洲 yy 区 十 驻 
(4) y 区 二 忆 过 
下 十 允 磷 y 
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解 (1) 原 式 =2x(-4)x3+0x(-1)x(-1)+1x1lx8 
-1x(-4)x(-1) -2x(-1)x8-0x1l1x3= 一 4; 

(2) 原 式 =acp+pac+coa 一 c3 一 0 一 0 
=3abc -as 一 03 一 c3; 

(3) 原 式 =1.0.c2+1lcca2+1la'p2 一 1002 一 1c 扩 一 ac 
=pc2+ca2+ab2 一 bo2 一 co 一 ac 
=c2(0-a)+tap(p=-a)-c(02-a2)=(e -bo)(O=-c)Cc=-a)i 

(4) 原 式 =z(z+y)y+yxrz+y)+(z+y)xr-(z+y)3 一 zz 一 
= =2(z3+ 妈 )， 

2. 按 自然 数 从 小 到 大 为 标准 次 序 , 求 下 列 各 排列 的 逆序 数 : 

《下 全 有一 和 人 7 汪 闲 2 

(3 (人 (4241 33 

(3 1 是 一 人 

(6 人 3 2 2 二 2) 2 

解 (1) 此 排列 为 标准 排列 ,其 逆序 数 为 0; 

(2) 此 排列 的 首位 元 素 4 的 逆序 数 为 0, 第 2 位 元 素 1 的 逆序 数 为 1, 第 3 

位 元 素 3 的 逆序 数 为 1, 末 位 元 素 2 的 逆序 数 为 2, 故 它 的 逆序 数 为 0+1+1+ 

2 三 4 

(3) 此 排列 的 前 两 位 元 素 的 逆序 数 均 为 0, 第 3 位 元 素 2 的 道 序数 为 2; 林 

位 元 素 1 的 逆序 数 为 3, 故 它 的 逆序 数 为 0+0+2+3=353; 

(4) 类 似 于 上 面 , 此 排列 的 从 首位 元 素 到 末 位 元 素 的 逆序 数 依次 为 0,0,2， 

1 , 故 它 的 闭 序 数 为 0+0+2+1=3; 

(5) 注意 到 这 2” 个 数 的 排列 中 ,前 ”位 元 素 的 道 序数 均 为 0. 第 ，+1 位 元 

素 2 与 它 前 面 的 - 工 个 数 构成 逆序 对 , 故 它 的 逆序 数 为 克 -1; 同 理 ,第 羡 +2 

位 元 素 4 的 道 序数 为 -2…… 末 位 元 素 2 的 道 序数 为 0. 故此 排列 的 逆序 数 

为 (2 -+(n -2)+…+0= 广 ma(m 1) 

(6) 与 (5) 相 仿 ,此 排列 的 前 n+ 1 位 元 素 的 逆序 数 均 为 0; 第 ”+ 2 位 元 素 

(27 -2) 的 逆序 数 为 2; 第 +3 位 元 素 22 -4 与 它 前 面 的 22 -3,2m -1,27， 

27 一 2 构成 道 序 对 , 故 它 的 逆序 为 4…… 末 位 元 素 2 的 道 序数 为 2(7- 1) ,故此 

排列 的 逆序 数 为 2+4+…+2(z-1)=m(z 一 1). 

3. 写 出 四 阶 行列 式 中 含有 因子 aiia23 的 项 . 
解 ”由 行列 式 定义 知 这 项 必 还 含有 分 别 位 于 第 3 行 和 第 4 行 的 某 两 元 素 ， 

而 它们 又 分 别 位 于 第 2 列 和 第 4 列 , 即 cj 和 as 或 ca 和 ai .注意 到 排列 1324 


习 


与 1342 的 逆序 数 分 别 为 1 与 2, 故 此 行列 式 中 含有 aila23 的 项 为 
与 QI1Q23434Q&42， 


4. 计算 下 列 各 行列 式 : 























4 1 2 14 2 1 4 1 
| 疫 人 
10 3 2 0 1 2 3 2 
0 1 1 7 S 0 6 2 
一 CD QC Ce ] 1 1 
(3) pcd 一 cd de | ; (4) | a 0 C 
O 矿 c 太 一 e 矿 大寺 二 运 填 厂 天 中 让 
Q 1 0 0 T 福 有 项 
(5) 庆 册 0 1 | 人 3 4 加 
人 “一 二 有 . 间 1 4 1 2 
0 有， =, 这 下 二 
解 (1) 
2 你 妆 1 2 0 人 
六 rm |412 4|_-4r 10 = 业 名 一 4 
10 3 2 0| 疡 -10m~ 8 一 鼻 一 坊 
D 计 下 -7 0 1 型 7 
1 2 0 汪 各 和 2 
rdae*rl |0 1 1 7| mmf+lsr |I0 1 1 工 7 
日 一 路 2 = 一 | mx 有 1 全 
0 ss 一 4 0 0 9 45 
=0 ( 因 第 3.4 行 成 比例 ); 
2 1 4 1 
rtrr Is30 6 2 
(20) 二 一 一 一 下 =0 ( 因 有 两 行 相同 ) ; 
SSQ6 2 
一 旧 C e | 1 
(3) D 一 一 cdf| 5 -ee 。 | 
2 0 一 治 二 1 下 全 
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QIIQ23Q32Q44 
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1 | 1 
7 十 73 
(4) 姜 本 书 匠 村 人 到 十 让 卡 人 区 站 太 二 
0 二 cc 全 填充 QT 二 DO 
1 1 1 
=(a+5+c)| 1 1 1 =0; 
碧 十 还 区 市 可 到 酝 而 
0 1+ao 4& 0 
1 1 0| 按 o 展 开 ER 
广 | 十 CQ 太 到 C 
(5) 了 一 一 一 一 一 (-1)(-1)3 | -1 cl 
0 = 三 1 人 1] 
0 一 业 这 
0 0 三 了 于- 公 
1+ap a QCt 
c3+ dc> 按 靖 展开 5 1 二 ap CC 
一 一 | -1 cc 1+cd (= 向 (=) 
一 入 工本 
0 -1 0 
=(1+abo)(1+cd)+aad. 
1 也 3 4 
725 一 人 一 3 
-rl |0 1 1 一 3| 按 c 展开 
(6) D 一 县 2 一 2 








区 一 5 | 分 一 2 一 2 /15 六 玉 一 直 
有 二 于 三 二 “二 表 








1 | 
C2 ”5 
-|2 -4 -2 
1 0 1 
糙 -会 志 
1 1 


注 本题 中 哪 伯 是 求 三 阶 或 四 阶 行列 式 都 运用 了 行列 式 的 各 种 基本 的 计算 
手段 ,请 读者 留意 . 
5. 求解 下 列 方程 ; 


并 十 ] 2 一 灶 


人 
(| 并 (27 5 2 =0, 其 中 ao,c 
三 业 1 交 寺 】 


互 不 相等 . 


记 十 
解 PT 和. 芝 寺 计 1 
元 
庆 : 业 1 到 尘 玫 
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1 0 0 
一 (z+3)| 2 z-l 1 
-1 2 xz+l 
工 一 1 
-eta)| =)0e-3) 
2 范 带 半 


于 是 方程 的 解 为 zl= 一 3,z=V3,zi= -V3; 
(2) 注意 到 方程 左 式 为 4 阶 范 德 蒙 德行 列 式 , 由 例 12 的 结果 得 
(z=al)(z=-oiz=-c)a=-poa=c)(00=-c)=0. 
因 ua,o,c 互 不 相等 , 故 方程 的 解 为 zi=a,zz=b,z3=c. 
6. 证 明 : 



































0 0 
(1) |2a at+b 20|=(a 一 0 
1 1 
ar 二 by ay 十 bz az 十 pr 下 党 
(2) |ay+pbz az+pbr ar+by|=(as+b)|y > 工 |; 
Qz+pbr azr+py ay 二 pz 有 琵 - 交 
a 2 (ae+l) (e+2) (e+3) 
上 b (+1) (+2) (+3) 二 
cz (c+l) (人 (c+2) (cc+3) 
i 《El 六 (可 寺 2) 【《 攻 二 3) 
0 
04) GE 
过 
克 
三 人 《@a 一 加 CC 一 CE)GQ 一 色 信 入 一 EC)k8 一 如)C 一 如 ) 人 2 十 太 二 5 十 可 ); 
琅 “一 昌 0 
让 FE 
(5) 0 0 -1=a3z 十 Q2z“ 十 QI 十 00. 
CZ0 41 22 423 
@ 一 的 ab 一 后 (epo) 罗 一 久 全 
证 〈1) 左 式 一 一 |2(o- 思 ae-5 25| 一 一 | 0 aa- 2 
~“ 济 0 1 0 6 ji 
=(a 一 0 六 = 右 式 ; 


(2) 将 左 式 按 第 1 列 拆 开 得 
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QZ QQy 十 pz ax 十 DO by ay 十 bz ax 十 0 
左 式 =|ay az+pzr ar+pby|j+|lpz az+por az+by|=aDi+poD:， 
Qz ar+oboy ay 十 px pr az 二 py ay+pDz 
文 Qy 二 bz Qz 十 Or 这 六 Qy 二 pz zx 
c3 ”4C1 
其 中 Di =|y az+pbzr az + py | 一 一 4|y az+por 工 
CE 了 二 名 
Z ar+by ay 十 bz z azr+by y 
私 大 和 
c2 一 pc3 5 
CC | 可 区 王 | 
cz 二 Q 
芝 这， 设 
y ay+pbz az 十 0 y Zz az 二 pr 
[5 QGC 
D? = 三 |z az+pr ar+oby me 0 |z QZ 十 by 
Ca 二 
Z QZ+pby ay+pz  y Qy+pz 
交 了 严 下 入 多 
c3 一 dcCa 2 C3+7C2 2 
bz Z 蔗 y p | 有 这 元 5 
C34 C2 ”Cl 
示 “党 -和 攻 ” 元 ,让 
一 缀 有 
于 是 D=aD,+pbD;=(as+b)|y z xz|= 右 式 . 
过 更 了 


a" 2ac+l 2a+3 2a+5 
cc 10 20+1 20+3 20+5 
cc lc 2c+l 2c+3 2c+5 
| 如 2d+1 2d+3 2d4+5 
a 2a+l 2 2 
cc |b2 26+1 2 
cc lcz 2c+l 2 2 

2 





(3) 左 式 








=0 〈 因 有 两 列 相同 ) ; 








cd 2d+l 
1 1 1 1 
rs-azry |0 六 一 人 ec 一 忆 驴 一 Qa 
站 一 一 -一 
(4) 左 式 rar |0 (oa) c(c 一 a) dd 一 a) 
0 22(8-a) ccz-a2) dd2(d2-a2) 
按 ci 展开 
51 
-二 可 病 取 X 居 FF(0 一 4) 人 c <)( 一 <) 忆 C 好 


2(O+a)czc+a)c2(g+a) 
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业 1 于 
让 3 一 如 (有 +Q) 六 2 
一 (2-o)c-a)Cd 一 4) 0， 忆 一 放 一 6 
2 一 0o71 
0 奖 y 
人 一 六 长 一 二 


=(p 一 al)(c 一 al)dg 一 a) 


多 








诺 汶 
其 中 z=c:(c+a)--p(p+a)=c(c+ac-2--ap)=c(a+pb+c)(c=-0)， 
y=dadc(d+a)-pbd(o+a)=da+po+d)(dg 一 
一 记过 一 吧 1 1 
元 y c(a+p+c) 本 
=(c-pb)(d-o)[dGa+po+wd)--c(Ga+p+c)] 
=(c-pb)(d-b)[Cd-c)Ga+pb)+d2 一 c] 
一 【二 真光 本 三 让 并 三 EE 多 应 二 页 事 本 过 ) 
因此 , 左 式 =(p-a)(c-a)(da-a)c-pod-pod-c)a+o+c+d)= 右 式 ， 
(5$) 证 一 ” 按 第 1 列 展开 得 


故 





| =- 














和 二 业 人 二 字 让 “和 0 
万 三 丈 | 0 受 一 工 | 一 Cr 王 = 小， 昌 
al az ai 0 亚 二 玫 
本 一 站 着 二 
三 并 | 工 二 al + ao (对 上 式 第 1 个 行 
CQ2 CQ3 这 




















列 式 继续 按 第 1 列 展开 ) 
=a3z3+a2z2 二 Qi 二 ao0i 


证 二 按 最 后 一 行 展 开 得 














关 小 ， 划 0 六 0 0 
卫 = 一 ao| 工 兰 下 ”各 人 二 病夫 = 9 
0 这 一 站 0 工 ss 
吓 一 旦 首 者 “= 一 遂 
一 & 0 区 0 | 和 汪 E5| 站 一 上 
人 和 一 0 0 并 














=a3z3+aaz2 二 Qi 十 Q0. 
7. 设 ” 阶 行列 式 D=det(ay), 把 D 上 下 翻转 、 或 逆 时 针 旋 转 90”、 或 依 副 
对 角 线 翻转 ,依次 得 
Qpl ”Qnr QI QQon Qi ”Qin 


Di=| : : |,D2z=| : : | Da3= 
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年 骨 六 三 及 (和 全 全 万, 遍 = 访 
证 (1) 通过 对 换行 将 Di 变换 成 D ,从 而 找 出 Di 与 D 的 关系 . 
Di 的 最 后 一 行 是 万 的 第 1 行 , 把 它 依次 与 前 面 的 行 交 换 , 直 至 换 到 第 1 
行 , 共 进行 由 -1 次 交换 ;这 时 最 后 一 行 是 了 的 第 2 行 ,把 它 依 次 与 前 面 的 行 交 
换 , 直 至 换 到 第 2 行 , 共 进行 交 - 2 次 交换 …… 直 至 最 后 一 行 是 D 的 第 ，- 1 行 ， 
再 通过 一 次 交换 将 它 换 到 第 上 -1 行 , 这 样 就 把 D, 变换 成 D , 共 进 行 
(1D+(z-2)+…+1= 志 ma(m 1) 


次 交换 , 故 Di = (- 1) 宫 (0 DD， 

注 “上述 对 换行 ( 列 ) 的 方法 ,在 解 题 时 经 常用 到 . 它 的 特点 是 在 把 最 后 一 行 
换 到 某 一 行 的 同时 ,保持 其 余 ”- 1 个 行 之 间 原 有 的 先后 次 序 ( 但 行 的 序号 可 能 
改变 ) , 见 例 6 之 析 . 

(2) 计算 D; .注意 到 D， 的 第 1,2,…,7 行 恰好 依次 是 了 的 第 mm 一 1,…， 
1 列 , 故 若 把 D， 上 下 翻转 得 D,, 则 万 , 的 第 1,2,…,7 行 依次 是 疡 的 第 1， 
2,…,7 列 , 即 万 ,=DT. 于 是 由 (1) 

Dy=(K- Di"-D 方 ,= 加 1)i2(z-DDT= 人 Cs 1)z(ta-1DDD， 

(3) 计算 Di .注意 到 若 把 D; 逆 时 针 旋 转 90" 得 D3, 则 D; 的 第 1,2，…，,n 
列 恰好 是 忆 的 第 az,z” -1,…,1 列 ,于 是 再 把 万 3; 左右 翻转 就 得 到 D. 由 (1) 之 注 
及 (2) ,有 

的 扯 和 各 0 世 二 忒 

注 本 例 的 结论 值得 记 取 , 即 对 行列 式 D 作 转 置 、 依 副 对 角 线 翻转 、 旋 转 

180" 所 得 行列 式 不 变 , 作 上 下 翻转 ,左右 翻转 . 逆 ( 顺 ) 时 针 旋 转 90" 所 得 行列 式 为 


(-1)i(s-DD， 

8. 计算 下 列 各 行列 式 (Dk 为 & 阶 行列 式 ): 
CQ 1 

(1) 也 ,= 5 ,其 中 对 角 线 上 元 素 都 是 e ,未 写 出 的 元 素 都 是 0; 
1 Q 
这 公 人 

(天 天 二 | 人 “ 
双 过 交 
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人 @” (a 一 1)” 攻 Re (六 一 天 ) 
Ca 一 1 (ae 一 1)2 1 5 (& 一 7)” 1 
(3 ) 有 也,s1 三 : : : ? 
Q Q& 一 1 5 Q& 一 和 2 
1 1 3 1 
提示 :利用 范 德 蒙 德 行列 式 的 结果 . 
Ch On 
Qi1 DO1 二 
(4) D， = 2 ,其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 0; 
1 1 
Cnm 二 
T+ai Q1 5 Q1 
(5) 贡 : 志 0 陋 
Cn Cn sw 二 
(6) D, = det(ai) ,其 中 oj=1 一 7 
1 + al 1 5 1 
1 下 尘 认 1 
(9 万 ,三 ,其 中 al1Q2…a 天 0. 
1 1 交工 十 
(1) 解 一 化 局 为 上 三 角形 行列 式 
Q 1 
Q 十 1 Q& 十 1 
化 一 ] 1 
-- =az 2(a2z 一 1)， 
0 “| 


上 式 中 最 后 那个 行列 式 为 上 三 角形 行列 式 ; 


解 二 把 D, 按 第 二 行 展开 , 因 D, 的 第 二 行 除 对 角 线 元 素 外 全 为 零 , 故 有 
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Q 1 
忆 D,=4 人 , 即 卫 ,=aD,-，， 
1 Qi1(2=1L)x(Cn=1) 
| 人 二 
于 是 有 0 1 三 C" 本 “二 二 
公 








(2) 本 题 中 D, 是 教材 例 8 中 行列 式 的 一 般 形式 , 它 是 一 个 非常 有 用 的 行列 


式 , 在 以 后 各 章 中 有 不 少 应 用 . 
解 ”利用 各 列 的 元 素 之 和 相同 ,把 从 第 二 行 起 的 各 行 统统 加 到 第 一 行 再 提 


取 公 因 式 . 


Z+(7 一 1)a xz+(2 一 1)a … zz+(72 一 1l)a 
后 入 六 “有 机 仿 Q 3 人 
Q 忆 工 
1 1 
Q 
=[Lz+(2a-l)aj ， 
全。 击 这 
] 1 1 
1 一 CQ 妇 一 这 
[z+(mz -1)a] 
1 2 
并 一 区 


=(z 一 a)" [zz+(z2 一 1)a]; 
(3) 解 ”把 所 给 行列 式 上 下 翻转 , 即 为 范 德 蒙 德行 列 式 , 若 再 将 它 左 右 翻 
转 , 由 于 上 下 翻转 与 左右 翻转 所 用 交换 次 数 相等 , 故 行列 式 经 上 下 翻转 再 左右 翻 
转 ( 相 当 于 转 180" ,参看 题 7) 其 值 不 变 .于 是 按 范 德 蒙 德 行列 式 的 结果 ,可 得 


1 1 “ 汪 
这 一 访 Q& 一 九 十 1 0 
刀 , ,1 = 。 。| 三 人 
。 : : 本 4 
(& 一 7)2 (一 二 1) CC 


(4) 解 ”本 题 与 例 11 相仿 ,解法 也 大 致 相同 ,用 递 推 法 . 


习题 解答 21 


Q， D， ;0 
De dc)D 
人 
即 有 递 推 公式 
也 三 (0&iC 一 有 
另 一 方面 ,归纳 基础 为 D,= 风 = uidi- bcl, 利 用 这 些 结果 , 递 推 得 
] 








万 :， > 《 棺 可 。 S pc Ci 3 picl) 二 了 公 导 全 pect ) ; 
(5) 解 ”把 所 有 的 行 (第 一 行 除外 ) 都 加 到 第 一 行 , 并 提取 第 一 行 的 公 因子 ， 














得 
和 
BEB 下 卡 攻 5 Q2 
厅 ， 三 【1 十 o1 十 @ 届 5 二 研 ) 
7 局 Qn ms /于 访 
] 四 0 
栈 二 总 az 1 … 0 
ra+rateta)| 
Cr 昌 1 
三 下 示人 机 大 再 权证 人 
(6) 解 
0 1 号 从 
1 0 后 全 二 
项 呈 | 可” 
和 -二 炳 |) 玉 二 公 而 三 下， [于 村 一 ] 
类 一 外 入 
0 2 更 呈 浊 
一 -一 一 0 1 一 忆 -1 |1=(-1)"-1(2 一 1)2a-2; 
0 0 … 0 -1 








(7) 解 ” 将 原 行 列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 .为 此 ,从 第 2 行 起 ,各 行 均 减 去 
第 1 行 , 得 与 例 1.3 相仿 的 行列 式 
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玫 直 和 0， 2 1 5 1 
Q1 
十 ， 
记 一 7 CQ1 42 人 0 aa; 
站 
2 ,天 z 一 2 允 
一 Q， 0 Q， 


1=1 4 
万 ， 二 Q1 吕 作 和 辣 | 
避 下 “天 汕 2 
、 王 寺 1 3 一 4 了 
9. 设 D=| ， 0 1 1|,D 的 全 广元 的 代数 余子 式 记 作 Ay, 求 


1 -5$ 3 -3 
Ail+3A3a2 -2A3+2A4A34. 

解 “与 例 13 相仿 ,Ai +3Ai -2Aa+2A 等 于 用 1,3, -2,2 替换 疡 的 第 
3 行 对 应 元 素 所 得 行列 式 , 即 

















3 二 一 业 之 3 一 1 
A， +3A 2A， +2A， = 一 尼 1 3 一 4| ce+cs 二 向 1 全 
31 32 33 34 3 -2 2 1 3 -2 0 
| > 号 和 外 = 3 
3 二 一 业 咏 
由 一 下 一 
阁 要 两- | 二 式 2 2 0 | 人 
1 泡 一 2 0 按 cs 展开 
= 3 
外 二 你 3 0 
JU， ， 兰 二 “ 关 | 
mm 73 十 三 
-210 4 -1 一 20 4 -1 
贡 下 帮 
0 一 4 4 0 0 引 
=24. 
习题 1( 附 答案 和 提示 ) 


1.1 计算 行列 式 





习题 !( 附 答案 和 提示 ) 23 
1823 823 23 3 
_ |1549 549 49 9 
?|i66y 66y 6 7| 
1986 986 86 6 
1.2 计算 四 阶 行列 式 
1+a 1 1 1 
三 1 上 一 区 1 1 
1 1 十 六 1 
1] 1 1 1 一 0 
1.3 求 满足 下 列 方程 的 实数 rz ,yz 
1 这 帮 
zz 100|- 
下 认 汪 和 | 
zz 0 0 1 
1.4 计算 ” 阶 行列 式 
Q0 一 1 
0 al 一 | 
,= (未 标明 元 素 均 为 零 ) . 
二 生 
太一 Qn-1 
1.5 计算 ，” 阶 行列 式 
1+ait QI1Q2 QIQn 
D， azal 1+ai 和 交 
CnQ1 QuanQ2 下沙 妈 3 
1.6 已 知 多 项 式 
广 +1 2 一 2 
1 了 大 圭 沁 基 5 
乓 工 ) = 二 二 3 gg 8 ， 
1 8 0 4 工 十 全 
求 FLz) 的 最 高 次 项 . 
答案 和 提示 
和 和 一 要 X 1 
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下 
1.3 提示 :将 D 按 第 一 行 展 开 , 得 zz+ 闪 + 壮 =0, 解 得 z=y=z=0. 
1.4 阁 =aoal…an-1+61a2…Gn-1 二 十 Do-2Qz-1+bo-1， 
1.5 1+ >)a3. 
i=1 


1.6 112xz3. 


第 2 章 
和 矩 阵 及 其 运算 


基本 要 求 


1. 理解 矩阵 的 概念 ,知道 零 矩 阵 .对 角 和 矩阵 .单位 矩阵 .对 称 和 矩阵 等 特殊 的 
矩阵 . 

2. 熟练 掌握 矩阵 的 线性 运算 ( 即 矩 阵 的 加 法 及 矩阵 与 数 的 乘法 ) .矩阵 与 矩 
阵 的 乘法 .矩阵 的 转 置 . 方 阵 的 行列 式 以 及 它们 的 运算 规律 . 

3. 理解 可 逆 矩 阵 的 概念 ,性 质 以 及 和 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 . 理解 伴 随和 矩阵 的 
概念 和 性 质 , 会 用 伴随 矩阵 求 矩 阵 的 逆 和 矩阵 . 

4. 知道 克拉 默 法 则 . 

5. 知道 分 块 矩阵 及 其 运算 规律 .熟悉 矩阵 的 行 向 量 组 和 列 向 量 组 ， 


内 容 提要 


1. 矩阵 的 定义 与 记号 

因 X2 和 抢 阵 , 记 作 4 或 4vx, 和 矩阵 的 第 守 行 .第 ) 列 元 素 称 为 该 矩阵 的 
(让 元 ;以 oa 为 人) 门 元 的 矩阵 记 作 (ay ) 或 (ai ) wxv: 

7 阶 和 矩阵 (或 阶 方 阵 ) 记 作 4 或 人. 列 矩 阵 (或 称 列 向 量 ) 常 用 a,w,x 表 
示 , 行 矩 阵 (或 称 行 向 量 ) 常 用 ar ,arI,x:i 表示 . 

零 矩 阵 记 作 0 或 O, ,以 jh …,A，。 为 对 角 线 元 素 的 阶 对 角 阵 也 可 
记 为 diag(A1 ,2，…,)，) ,单位 阵 记 作 五 或 已 ，. 

2. 矩阵 的 运算 及 运算 规律 

(1) 矩阵 的 加 法 满足 : 

(DA+ 有 =B+A4i 

(ii) (4+B8)+C=A4A+( 了 +C). 

(2) 数 乘 矩阵 满足 (其 中 履 ,ApER ): 
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(DA(UL4)=(A)A; 

(il) (AMA+A)4A=14A+H1AI 

(iii) X(4+B)=)4+AB. 

(3) 和 阵 与 矩阵 相 乘 满足 ( 设 运算 都 是 可 行 的 ) : 

(iD (4B)C=A4(BC); 

(il) 4A(B+C)=4B+4AC,(4+B)C=A4C+BC; 

(iii) (4)B=A4(CB)= (4B). 

需 特别 注意 :矩阵 乘法 (i) 不 满足 交换 律 , 即 一 般 情 况 下 ,4B 和 天 有 B4 , 故 和 矩阵 
乘法 有 左 乘 和 右 乘 之 分 ; 

(ii) 当 4 了 = O 时 不 能 推出 4=O 或 了 = O. 

(4) 矩阵 的 转 置 满足 : 

(iD) (47) =4; 

(ii) (4+ 甩 )I=A4TI+ 盏 Ti; 

(iii) (AM4)I=A4TIi 

(iv) (4B)= 吾 4 

若 方 阵 4 满足 4 =A4, 则 称 4 为 对 称 阵 .4 = (ai )， 为 对 称 阵 的 充 要 条 件 
是 ay =ani(Gi =1,2，……,7). 

(5) 方 阵 的 需 和 方 阵 的 多 项 式 . 

设 p(M)=ao+ai+…+an7 为 1 的 z2 次 多 项 式 , 记 

pP(4A)=ao 瑟 +alAT+ 十 anA”， 

2(4 ) 称 为 方 阵 4 的 mm 次 多 项 式 ， 

方 阵 的 寄 和 多 项 式 满足 运算 规律 : 

(i) 444=44(A4)= ACEZ); 

(ii) 设 p(4),F4) 是 4 的 两 个 多 项 式 , 则 p(4)AFC4)=FG4A)p(4). 

因此 , 方 阵 的 多 项 式 可 以 像 数 的 多 项 式 一 样 分 解 因 式 . 

(6) 方 阵 的 行列 式 满 足 : 

(GD 14I1=141; 

(i) |A4 ,| 三 214，|; 

(ii) |4BI=1411B1. 

3. 逆 和 矩阵 

(1) 定义 ”对 于 方 阵 4 若 有 方 阵 刀 使 

4 有 = BA4A=， 

则 称 4 是 可 逆 的 ,好 称 为 4 的 逆 矩 阵 ,并 记 为 了 =A4 

(2) 方 阵 4 可 逆 全 141 夭 0 
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兮 存在 方 阵 中 ,使 4 吾 = 瓦 

后 存在 方 阵 卫 ,使 B4 = 五. 
(3) 逆 和 矩阵 的 性 质 
(i 若 4 可 逆 , 则 4 也 可 闭 , 且 (4 0) =A4; 
(ii) 若 4 可逆 , 则 4 也 可 逆 , 且 (4ID) -=(4 1)T; 


(ii) 车 人 可逆,A 关 0, 则 AA 也 可 道 , 且 (AA) -= 二 4 1 
(iv) 若 4A, 有 B 均 可 逆 , 则 4B 也 可 闭 , 且 (AB) -= 忆 -14 1. 


(4) 伴随 寂 阵 
方 阵 4 的 伴随 阵 4 ”定义 为 
4 “=(Aj). 

其 中 4A; 是 行列 式 14 | 中心 ,7 元 的 代数 余子 式 . 

伴随 阵 具 有 下 述 性 质 : 

(i) 44 "=4 "4=|141| 已 ; 

(iD 荐 14 天 0, 则 4 -= TVA =1414 

4. 克拉 默 法 则 

含 ”个 未 知 数 个 线性 方程 的 方程 组 hx = 了 , 当 系 数 矩 阵 4 的 行列 式 
4 天 0 时 有 惟一 解 , 且 解 为 < = [4 ,这 里 A, 是 把 4 的 第 ; 列 换 成 所 得 
阶 方 阵 ,z =1,2，…,7). 

5$. 分 块 矩 阵 


用 一 些 横 线 和 坚 线 把 矩阵 分 成 若干 小 块 ,这 种 "操作 " 称 为 对 矩阵 进行 分 块 ; 
矩阵 分 块 后 ,以 子 块 为 元 素 的 形式 上 的 矩阵 称 为 分 块 矩阵 ， 分 块 矩 阵 在 运算 时 ， 
可 以 把 每 个 小 块 看 作 " 数 "来 运算 . 
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矩阵 是 本 课程 研究 的 主要 对 象 ,也 是 本 课程 讨论 问题 的 主要 工具 .因此 ,本 
章 所 述 矩 阵 的 概念 及 其 运算 都 是 最 基本 的 ,应 切实 掌握 .和 矩阵 的 线性 运算 ( 即 和 矩 
阵 的 加 法 和 数 乘 ) 是 容易 掌握 的 .需要 重点 关注 的 是 矩阵 乘法 和 逆 矩 阵 的 概念 . 
矩阵 乘法 除 需 熟 练 掌握 外 ,还 需 理解 它 不 满足 交换 律 及 消去 律 ,明了 由 此 特性 带 
来 的 不 同 于 实数 乘法 的 运算 规则 .要 理解 逆 和 矩阵 的 概念 ,熟悉 矩阵 可 逆 的 条 件 ， 
知道 伴随 矩阵 的 性 质 及 利用 伴随 矩阵 求 逆 矩 阵 的 公式 .知道 分 块 矩阵 的 概念 ,着 
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重 了 解 按 列 分 块 矩 阵 和 按 行 分 块 矩 阵 的 运算 规则 ,对 于 利用 分 块 法 简化 矩阵 运 
算 的 技巧 ,不 必 追 求 . 


释疑 解难 


问 2.1 德 阵 运算 与 我 们 熟悉 的 实数 运算 的 本 质 区 别 是 什么 ? 

答 ”两 者 的 一 些 本 质 区 别 在 于 : 

(1) 实数 乘法 是 可 交换 的 ,而 矩阵 乘法 是 不 满足 交换 律 的 ,这 表现 在 : 若 矩 
阵 4 与 也 可 乘 ,但 也 与 4 未 必 可 乘 ;4x,B, 为 1 阶 矩阵 ,BA 为 7 
阶 和 矩阵 ,当头 天 浆 时 4B 天 BA4A; 即 使 4,B 均 为 阶 方 阵 ,4B 也 未 必 等 于 BA. 


例如 取 A= | 1 ,sa=l， 本 


48= 0, 而 B4= | ， 了 (到 T 
一 和 

正 缘 于 此 ,矩阵 的 乘法 就 有 也 左 乘 4( 即 B4) 与 妃 右 乘 4( 即 4B) 之 分 . 

(2) 由 (2.1) 式 可 知 , 即 使 4 和 O,B8 和 0O, 但 它们 的 乘积 4B 也 仍 可 能 是 堆 
抢 阵 .这 种 情况 在 实数 运算 中 是 不 可 能 发 生 的 .因为 若 有 =0,a,oER , 则 。， 
6 中 至 少 有 一 个 是 零 . 

(3) 在 实数 运算 中 ,车 有 az =0 且 u 和 夫 0, 则 必 有 工 =0; 等 价 地 , 若 有 az = 
ay 且 & 和 天 0, 则 有 工 =y, 即 a 可 从 等 式 两 边 消去 .(2.1) 式 表明 , 若 和 矩阵 4 、X 满 
足 4AX=O, 且 4 和 0O, 并 不 能 得 出 X=O; 等 价 地 , 若 有 4X=4Y, 且 4 和 0O, 并 
不 能 把 4 从 等 式 两 边 消去 ,得 出 X=Y. 不 过 , 若 4 为 方 阵 上 且 |41 尖 0, 按 克拉 默 
法 则 , 则 由 4X = O ,可 得 出 X= O, 这 表明 矩阵 乘法 消去 律 成 立 的 条 件 与 实数 
乘法 也 不 一 样 . 教 材 在 第 3 章 中 给 出 了 ( 当 4 不 一 定 是 方 阵 时 ) 由 4X= O 可 推 
出 X=O 的 充 要 条 件 是 4 为 列 满 秩 和 矩阵 . 

问 2.2 设 4 是 ” 阶 矩 阵 (z 三 2), 下 列 等 式 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 

(1) |kA41=|AlI4|1; (2) (AAA ) ”=A4 ” (& 天 0). 

答 (1) 不 正确 .由 方 阵 的 行列 式 的 性 质 知道 |A4A|= 怠 14|. 

(2) 不 正确 .因由 伴随 矩阵 的 定义 

(&4) 的 (六 zi) 元 = 和 矩阵 A4 中 人 ,7 元 的 代数 余子 式 
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pl hr Ar 如 mn 
(Di pi-tl oil Ai- Ai-ta 
Ri pirlj-l pair pairbn 
Anl 0 Ac ji-1 Ra +1 7 Ra 
一 - 久 r Ai 
所 以 (有 六 三 如 


问 2.3 4 的 伴随 矩阵 4“ 有 什么 重要 的 性 质 ? 

答 (1) 基本 性 质 4 "4=44 "=|14|; 

(2) 当 |41 和 0 时 ,有 人 汪 2 作 二 忆 二 大 

141 141 

(3) 14 "1=1417 5!( 这 里 ”是 方 阵 4 的 阶 数 , 见 习题 24) ; 

(4) (4 )=(47) 4) -=(A- 0)”. 

问 2.4 称 一 个 行列 式 不 等 于 零 的 方 阵 为 非 奇 异 和 矩阵 有 什么 缘由 ? 可 逆 矩 
阵 或 非 奇 异 矩 阵 有 什么 重要 意义 ? 

答 奇异 一 词 由 英语 singular 译 来 , 意 为 异常 的 ,独一无二 的 .如 果 我 们 定 
义 实 数 e 是 可 逆 的 :存在 实数 5, 使 ao(= wa)=1, 那 么 所 有 非 零 数 a 均 可 逆 , 且 


其 逆 为 其 倒数 :o 1= 二 ;0 是 独一无二 的 不 可 逆 的 实数 ,因而 它 就 显得 奇异 . 另 


一 方面 , 方 阵 4 可 着 的 充 要 条 件 是 det 4 天 0. 与 实数 的 情形 对 照 起 来 ,行列 式 等 
于 零 的 矩阵 也 就 称 为 奇异 . 

可 道 矩 阵 或 非 奇异 矩阵 是 线性 代数 中 最 重要 和 最 基本 的 概念 之 一 ,这 里 把 
它 与 实数 的 情形 作 一 比较 ,以 加 深 对 它 的 理解 ; 
实数 集合 R 










阶 和 矩阵 集合 M， 





元 素 w 可 逆 驴 存在 ,使 ag=p=1 
人 4 天 0 
兮 存在 ,使 =1 


元 素 4 可 逆 全 存在 四, 使 4AB= BA = 下 
全 det 4 天 0 
兮 存 在 世 , 使 4 有 = 下 






如 果 把 实数 1 称 为 R 中 乘法 的 “单位 元 素 " ,把 单位 矩阵 下 称 为 M, 中 乘法 的 " 单 
位 元 素 ”", 并 把 两 者 对 应 起 来 ;同时 把 只 中 非 奇 异 元 素 & 天 0 对 应 于 M, 中 非 奇 异 
元 素 4 :det 4 夫 0, 则 从 运算 角度 抽象 地 看 ,二 者 是 没有 什么 差别 的 (这 里 M,, 表 
示 阶 方 阵 全 体 ) . 
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正如 实数 方程 cr = 0 , 当 a 天 0 时 有 解 二 = a 10= 半 一 样 ,可 逆 矩 阵 的 一 个 
最 直接 的 应 用 就 是 求解 矩阵 方程 4AX = 了 3, 当 4 为 可 道 矩 阵 时 , 它 有 解 X = 
4 8. 另 一 方面 ,也 应 看 到 矩阵 是 一 个 数 表 , 远 比 一 个 数 复杂 ,所 以 当 4 为 不 
可 逆 矩 阵 甚 至 不 是 方 阵 时 , 仍 可 讨论 方程 4X = 了 吾 的 解 ( 见 第 3 章 ). 

问 2.$ 矩 阵 与 行列 式 有 什么 区 别 与 联系 ? 

答 和 拖 阵 的 记号 ( 数 表 外 加 括号 ) 与 行列 式 记 号 ( 数 表 外 加 竖 线 ) 很 相像 ,但 
它们 是 两 个 截然 不 同 的 概念 ,不 要 混 消 ,更 不 要 随意 混用 .和 拖 阵 是 一 个 数 表 ,而 行 
列 式 则 是 一 个 数 . 另 一 方面 , 方 阵 与 它 的 行列 式 又 是 紧密 相关 的 . 方 阵 确定 了 它 
的 行列 式 ; 而 行列 式 又 是 方 阵 特性 的 重要 标志 .如 问 2.4 所 述 ,根据 行列 式 是 否 
为 0 把 方 阵 划分 为 奇异 与 非 奇异 两 类 ,这样 的 分 类 具有 基本 而 深刻 的 意义 .第 3 
章 中 将 要 把 方 阵 的 行列 式 这 一 概念 推广 为 矩阵 的 & 阶 子 式 的 概念 ,用 以 揭示 出 
矩阵 更 深刻 的 特性 . 

问 2.6 和 矩阵 多 项 式 有 什么 意义 ? 

答 (1) 设 有 zz 的 兽 次 多 项 式 

pP(Z)= 三 CQoz” 十 十 QI 二 40， 
当 工 用 ” 阶 和 矩阵 4 替代 时 ,就 成 为 矩阵 多 项 式 
p(4)=an4A"+…+al4A+a0 瑟 . 
(注意 常数 项 a0 被 替代 成 20 瑟 .) 它 满足 : 

(i) p(4) 也 是 ” 阶 矩 阵 ; 

(i) 设 p(4A) 和 %(4) 为 4 的 两 个 矩阵 多 项 式 , 尽 管 矩阵 乘法 不 满足 交换 
律 ,但 p(4) 与 VC(4) 总 是 可 交换 的 , 即 

op(4)%(4)=WA)o04)， 
从 而 熟知 的 普通 多 项 式 的 乘法 规则 和 因 式 分 解 规则 ,对 于 矩阵 多 项 式 也 成 立 , 如 


(下 +A)”"= 巨 + 之 ) CA44. 


(2) 就 像 实数 多 项 式 是 最 重要 .最 基本 的 函数 之 一 ,矩阵 多 项 式 也 是 线性 代 
数 的 重要 而 基本 的 内 容 .教材 中 仅 介 绍 了 和 抢 阵 多 项 式 的 一 种 特殊 的 计算 法 , 即 

(D 若 人 =diag(… hv), 则 p(4)=diagCPp(A PC)); 

(ii) 若 4=PBP , 则 9p(4)=Pp(B)P 

问 2.7 对 角 阵 和 分 块 对 角 阵 在 运算 上 有 什么 特性 ? 


答 “为 简洁 见 , 以 二 阶 对 角 阵 为 例 . 设 4= 用 
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人 
CI 


ab 
(1) |4|=aoliaz; (2) Am=| | .aa | 
Ca202 





工 
1 


(3) 4 可 通史 aiaz 天 0, 且 当 A 可 着 时 A-1= | 1 


aa 
可 见 对 角 阵 的 运算 比较 简单 ,它们 更 接近 于 数 的 运算 


4 


村 于 分 类 对 角 阵 也 不 妨 以 对 角 线 上 两 个 子 块 为 合 , 设 人 = | 


| 卫 
| 4 与 呈 同 阶 ,4， 与 B，, 同 阶 ,那么 


41B， 
(1) 141=141142:|; om-| 


大 
,特别 公 = 





42>B， 
三 


(3) 4 可 逆 全 4 和 4， 都 可 逆 , 且 当 4 可 逆 时 4 -= 





庆 二 1 
可 见 分 块 对 角 阵 运算 时 把 对 角 线 上 子 块 当 作 数 , 按 对 角 阵 的 运算 性 质 进行 适当 延伸 
就 可 以 了 . 


例题 训 析 与 增补 


一 、 教 材 例 题 剖 析 


例 7 析 把 线性 方程 组 写成 矩阵 形式 4Ax = bp( 齐 次 方程 为 Ar =0) 是 以 后 
讨论 线性 方程 组 的 基础 和 出 发 点 , 它 与 一 元 一 次 方程 az=p(a,p 为 数 ) 在 形式 
上 相 一致 

例 9 设 列 矩 阵 刁 =(ziyza zz) 满足 XIX=1, 巨 是 ) 阶 单位 矩阵 ， 
瓦 = 巨 -2XXT, 证 明 五 是 对 称 阵 , 且 BEHT= 五 . 

析 (1) 当 X 为 姑 xl 的 列 矩阵 时 ,XXTI 为 7 阶 方 阵 , 而 XIX 是 一 阶 方 
阵 ,也 就 是 一 个 数 ; 

(2) 因为 矩阵 XX 与 瓦 可 交换 ,所 以 

( 思 一 2XXT) 一 已 一 4 书 克 T 二 4( 避 三) 2， 
又 因 和 拖 阵 乘法 满足 结合 律 ,所 以 
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【天生 1 疡 三 ( 关 训 I)( 尖 证 三 并 (站 ? 吏 ) 开 = 天 1 下 TXT 








1 2 3 
例 12 求 方 阵 4A=|2 2 1| 的 逆 和 矩阵. 
3 4 3 
析 利用 公式 4 -= [4A "来 计算 时 ,计算 量 较 大 , 较 容易 出 错 . 本 例 给 


出 一 个 "标准 程序 " ,值得 仿效 .注意 它 是 计算 Mi ,而 不 直接 算 Ai ,这 有 助 于 减 
少 出 错 . 


、 _11 2 一 
例 14 设 P= |) 4=| 


-1 1 1 
10 2 
1 1 -=-1 
求 p(4)=43+242-34. 

析 这 两 例 是 关于 方 阵 的 寡 或 多 项 式 的 计算 .它们 的 方法 往往 不 是 直接 计 
算 4 的 寡 或 多 项 式 ,而 是 如 这 两 例 所 介绍 的 方法 : 先 把 4 通过 可 逆 矩 阵 己 与 对 
角 阵 4 联系 起 来 ， 


0 
| 旧 4P= PA, 求 4". 
1 


例 15 设 已 = ,从 三 2 ,4P=PA4A， 














一 泡 


=PAP-! 一 44=PA4cP-: 
=>p(4)=Pp(4A)P . 

上 式 表明 , 当 4=PAP- :时 ,4 的 寡 和 多 项 式 可 经 由 对 角 阵 4 的 同一 景 和 同一 
多 项 式 来 计算 ,而 后 者 的 计算 ,如 教材 所 示 ,是 非常 容易 的 . 

例 16 分 别 用 克拉 默 法 则 和 逆 矩 阵 方法 求解 线性 方程 组 . 

析 求解 系数 矩阵 为 可 逆 方 阵 的 线性 方程 组 可 用 三 种 方法 :(1) 克拉 默 法 
则 ;(2) 逆 矩 阵 方法 ;(3) 初等 行 变换 方法 (第 3 章 ) .克拉 默 法 则 的 特点 是 用 行列 
式 给 出 每 个 未 知 数 的 解 的 表达 式 ,在 处 理 某 些 问题 时 有 其 独到 之 处 ,但 其 缺点 是 
计算 量 太 大 ,如 当 ”=5 时 需要 求 六 个 5 阶 行列 式 . 从 历史 上 看 ,克拉 默 法 则 是 
1750 年 提出 的 ,而 后 两 种 方法 则 远 在 100 年 后 即 1850 年 才 出 现 , 它 们 的 简单 和 
先进 是 理所当然 的 . 


二 、 例 题 增 补 


例 2.1 设 方 阵 4 满足 42+A4=4 互 ,证 明 4- 瑟 可逆 ,并 求 其 逆 . 
解 由 (4- 瑟 )(4+AE)=42+(-1)4A=-AE, 取 &A=2, 有 
(4- 下 )(4+2E)=A42+A--2 开 =4 忆 一 2 已 =2， 





于 是 (4 一 已)[ 了 (4+2 忆 ) | = 理 
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由 和 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 (定理 2 的 推论 ) , 知 矩 阵 4 - 巨 可 道 , 且 
(及 加)1= 权 ( +2 丈 ) . 


注 “对 于 类 似 于 本 例 的 问题 ,往往 用 类 似 于 数 的 多 项 式 的 乘法 或 因 式 分 解 ， 
对 矩阵 多 项 式 乘 适当 的 因 式 或 作 因 式 分 解 ,利用 定理 2 的 推论 可 以 同时 解决 斤 
和 矩阵 的 存在 性 及 表达 式 ， 








1 0 1 

例 2.2 设 4A=|0 2 0|,*2 为 正 整数 , 求 4" 一 24" 1. 
上 人, 工 
0 下 伍 一 总 1 0 1 

解 因 4*=|0 2 0|l0 2 0|=2|l0 2 0|=24, 即 4 满足 4?= 
L0 0 1 1 0 1 




















24 ,利用 此 关系 式 得 
4" -24"-1=A4"-2(42-24)=4"-20=0. 
注 本 例 是 方 阵 求 寒 问 题 . 方 阵 求 寡 大 致 有 两 种 方法 .一 是 根据 所 给 矩阵 
4 , 找 出 4 所 满足 的 关系 式 ( 如 本 例 及 下 例 ) ;或 通过 具体 计算 4 ,43? 等 , 找 出 求 
4 的 寡 的 规律 (习题 6) , 另 一 种 ,也 是 更 主要 的 ,是 如 教材 例 14 和 例 15 所 用 的 
方法 ， 


例 2.3 已 知 wg=(1,2.3)T,8= (1 二 ,于 ) .又 方 降 4 = apBT, 求 4" 
解 ”由 方 阵 寡 的 定义 有 
4"=(ap)(ap)…(awxpI). 


把 上 式 看 做 22 个 矩阵 的 乘积 ,使 用 结合 律 ,得 
”=w(BIac)…(pIx) 
2 


注意 到 矩阵 1u 是 一 个 1x1 的 矩阵 ,也 即 是 一 个 数 ,Bi =3, 根 据 矩 阵 数 乘 的 
运算 规则 ,有 











1 1 
4 
4"=a3" 18T=3?" 1ap8I=3? 1 2 (1 下 汪汪 各 4 2 1 他 
人 本 
3 
3 
3 5 1 


例 2.4 设 4 是 ， 阶 非 零 方 阵 , 且 满足 4“*=45. 证 明 |4| 天 0. 
证 ”把 题 设 条 件 4 ”=4TI 代 入 公式 4 "4=14| 瑟 中 ,得 4I4=14| 巨 .为 
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证 |4| 和 0, 用 反 证 法 : 若 |141=0, 则 4I4=O, 根 据 例 19 的 结论 知 4 为 零 矩 
阵 ,此 与 题 设 4 为 非 零 矩阵 矛盾 , 故 |4 | 天 0. 

例 2.5 设 矩 阵 X 满 足 AXA + BXB = 4AXB + BXA + 巨 , 其 中 矩阵 A= 
1 0 0 0 1 1 
1 1 0 1 0 1 
1 1 1 1 1 0 

解 ”由 题 设 和 矩阵 方程 

4X(A4A 一 有 )+BX( 了 -AAA)= 
一 4X(4A-- 且 ) 一 BX(4 一 忆 )= 瓦 


,加 二 ,已 为 3 阶 单位 阵 , 求 习 . 


























全 (4 -及 )X(4A 一 盏 ) 三 五， (2.2) 
1 -1 =-1 
由 于 |4 -Bl=|0 1 一 1 和 关 0, 故 4- 屯 可 逆 , 且 
0 0 1 
Tt 1 2 
(4-B) =|I0 1 1|. 
0 0 1 
于 是 ,用 (4 -了 ) “分 别 左 乘 . 右 乘 (2.2) 式 的 等 号 两 边 ,得 
1 2 5 
正三 (4 一 盏 )-1(4A 一 卫 ) -=|0 1 2|， 
0 0 1 








例 2.6 设 矩 阵 X 满足 
4 7 X=A4A-IB+2X， 
1 1 -=1 1 1 
=-1 1 1 1 0 
1 一 1 1 0 =-1 
解 因 |4|1=4,4 为 可 首 矩 阵 , 故 4 =|1414 -=44 1, 代入 和 矩阵 方程 得 
44 -1IX=A4 1B+2X 
全 4X= 了 +24X (用 4 左 乘 上 式 两 边 ) 
之 2(2 已 -4)X = 也. 
1 一 1 1 
1 1 一 1 
一 1 1 1 
用 (2 已 -4) : 左 乘 上 式 等 号 两 边 ,得 
2X=(2 瑟 -4)-1B 


其 中 4= , 吾 二 , 求 和 矩阵 瑟 . 














0 
因 2 已 -A= 是 可 逆 宪 阵 , 且 (2 五-4) := 1 


工 
到 











二 邱 一 
之 天王 
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一 X= 了 (2 已 -4)-1B 
9 Pa 
1 1 oo- -1 
二 吉 1 0 





注 “本 例 与 上 例 都 是 求解 矩阵 方程 ,因此 必须 注意 在 问 2.1 中 提出 的 几 点 . 
求解 窍 阵 方程 ,一 般 先 将 方程 化 简 , 然 后 代入 有 具体 的 元 素 以 求 出 未 知 矩 阵 ,这 样 
可 以 使 步骤 清晰 ,计算 量 减 少 . 

例 2.7 设 wl,a,ai,pi ,1 均 为 4 维 列 向 量 , 行 列 式 det(al ,as,ax3i, 让 )= 
mvdet(al,a ,Bai)=7. 求 det(ai,a, al,p+Pp). 

解 ” 因 所 求 行 列 式 的 第 四 列 元 素 均 是 两 个 数 之 和 ,于 是 可 按 第 四 列 拆 成 两 
个 行列 式 : 

det(ai,ai,al, 有 + 有 1)=det(ai,a,ai,p)+det(ai, aaxl,p:) 

= 一 det(al,ai,ci, 有 Bi)+det(al, ap ,ac3) 
盖 扫 一 Zhe 

例 2.8 设 4= 巨 -aal, 其 中 巨 是 m 阶 单位 矩阵 ,a 是 ” 维 非 零 列 向 量 ， 
cx 是 wa 的 转 置 .证 明 : 

(1) 42=4 的 充 要 条 件 是 wIu = 1i 

(2) 当 wiw=1 时 ,4 不 是 可 逆 和 矩阵 . 

证 (1) 先 计 算 4 ”: 

42=(-aaxT)(E-aaI)= 忆 -2xaI+(axaI)(aa 17) 
= 瑟 -2aalI+(xIa)(aaI)= 忆 -aaI+(orx -1)aa7 
=4+(axara-1l)aaT7. 
(这 里 应 用 了 和 矩阵 乘法 的 结合 律 ,并 注意 到 w7e 是 一 个 数 . ) 
于 是 42=4c(arc-l)oxcI=0 二 xz-1=0 一 oru=1. 
( 因 wx 天 0, 故 wa 为 非 零 六 阶 和 矩阵 .) 

(2) 由 (1) 知 ,此 时 ,42=4. 反 证 : 若 4 是 可 逆 和 矩阵 ,用 4 ' 左 乘 4?=A4 的 
两 边 , 得 4= 巨 .又 由 题 设 4= 天 -aaT, 因 而 waxI=O, 但 当 w 为 非 零 向 量 时 ， 
aaTI 中 至 少 有 一 个 对 角 元 非 零 ,从 而 wa TI 和 O ,此 为 矛盾 . 故 4 不可逆 . 

2 1 0 1 
2 2 0 
0 0 1 


例 2.9 已 知 2C4 -24B=C- 了 ,其 中 4= , 妥 三 














未 人 2. 
解 由 2C4 -24B=C- 得 
2C4 -C=24B8 -BC(24 一 下 )=(24 一 下)B. 
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赤 - 了 硼 3 
因 24- 匹 =|4 3 0| 为 可 逆 的 分 块 对 角 阵 , 且 (24 - 巨 ) 一 =|-4 
0 0 1 0 
故 C =(24 一 已 )B(24 一 下 )- 一 C5=(24 一 已)B5024 一 巨 ) 
有 这 和 小 3 二 200 
互 O 
=|4 3 0 二 帮 3 0 =| 有 
0 0 1 区 0 0 人 
汪 当 ” 二 全 4i7 一 到 
其 中 百 = |4 时 本 加 -证 
习题 解 答 
1. 计算 下 列 乘积 : 
4 浊 -再 | 有 3 
人 7) 省。 一 旺 中 oa 
5 了 如 小 这 1 
2 1 了 
(3) 由 ra (4) 1 人 时 二 1 
4 1 
4a11 212 413 | 11 
(5) (zl,z2,Zz3)|alz a22 aa23| |z2|. 
Q13 423 QQ33) 人 3 
4 3 攻 7 35 
解 (1) |1 -2 3 2 = |6 
5 了 0jU5xslu1ljsxi 49Jaxa 
3 


(2) 《人 12.3Jxg 





=(10);x1=10; 
1 3x1l 











也 二 多 “44 
(3) |1 (-1,2)ix2=|--1 2 ; 
3 3x1 = 咏 哲 3x2 





一 沁 
3 
0 
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1 3 1 
2 1 4 0 及 ”二 于 2 6 一 7 8 
1 计 1 
上 一 1 3 帮 厅 哆 外 二 1 20 -3 一 6/)2x3 
4 0 214x3 
QI QI2 413 习 1 
($) (ziy,zazyz3)ix3|ala az a23 工 2 


QI3 423 Q3313x3\T3)13xl 
QIIZ1 十 QI12Z2 十 QI13Z3 
= 一 (zly,zayZz3)1x3|Qa12Z1 十 Q22Z2 十 Q2373 
413Z1 十 Q23Z2 十 Q33Z3)3x1 
=alzt+atzlzz+al3zrlz3 二 Qi2z2Z1 十 Q22723+a23Z273 十 Qi3Z3I1 
二 Q23Z3Z2 十 Q33 工 3 


加 2 2 2 
=QllZz1 十 Q22z2 二 Q33z3 十 2al2Z1Z2 十 2Q137Z173 十 2Q23 并 273. 





1 1 1 1 2 3 
2. 设 4A=|1 1 -1|,B=|-1 -2 4|, 求 34B -24 及 47TB. 
1 =-1 1 0 5 1 
解 
1 1 1 1 2 多 0 5 
4B= |1 1 -1 |i-1 -2 4|=|0 -5 
1 =1! 1 和 SS 1 2 9 
0 5 8 1 1 1 
于 是 34B -24 =3|0 -5 6|-2|11 1 一 1! 
2 9 0 1 -=1! 1 
0 15 24 天 有 -2 13 “22 
=|10 -15 18|- 12 2 -2|=|-2 -17 20|; 
6 27 0 2 -2 2 4 29 -2 
因 4I=4, 即 4 为 对 称 阵 , 故 
0 5 8 
4TIB=A4B=|0 -5 6|. 
2 9 0 
3. 已 知 两 个 线性 变换 
TEL 291 十 3， fyi= 一 3zxl 二 zx2， 
Z2 三 一 2y1 十 3yz 十 2y3， y2 三 2z1 十 Z3， 


Z3 三 4y1+ 3y2+5y3， 【33= 一 z2 十 3z3， 
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求 从 雹 二 二 启 2 放 3 到 Zlz23 的 线性 变换 . 
解 ”依次 将 两 个 线性 变换 写成 矩阵 形式 : 
大 三 4Y,Y 三 BZ， 






































和 及 了 二 区 1 0 1 | 
其 中 4=|-2 3 2|,B=| 2 0 1| 分 别 为 对 应 的 系数 和 矩阵;X= |72 
生 ' 宙 屁 一 上 名 3 
Ji 们 1 
Y=|y|,Z=|z:| .在 这 些 记 号 下 ,从 zl,za,za 到 zi,ziyza 的 线性 变换 的 矩 
-.y3 之 3 
阵 形式 为 
X=4Y=4(BZ)=(4B)Z=CZ， 
这 里 矩阵 
这 司 寺 | | 运 3 1 遇 = 看 下 二 
C=A4B=|-2 3 2 2 0 1|= 12 -4 9|， 
水, 于， 入 0 一 各 一 0 一 天 | 
即 有 
ZI 三 一 6zl 十 z2 十 3z3， 
| 12zl 一 4z?z 十 9z3， 
Z3 三 一 10zl 一 zx2 十 10z3， 


4. 有 4= |， jj,a=|， 了 癌 ， 
1 3 LE 交 

(1) 4B= BA4 吗 ? 

(2) (4+ 了 8) =A42+24 有 + 有 8 四? 

(3) (4+ 了 8)(4--)=42 一 了 2 吗 ? 


解 (1 ) 四 48 = | 1 了 ] = | = :|， 之 
1 号 /ATE 马 4 6 了 


E 8] 小 4 了 天 BA4; 


(2) (4+ 了 8) =(4+ 有 8)(4+ 有 8)=A42+4B+B4+B-， 
但 由 (1),4B 尖 BA4, 故 4 有 +BA 天 24 有 .从 而 (4+ 有 8) 关 42+24 有 + 及; 

(3) (4+B)(4-B)=A42+B4-A4B-B2, 但 由 (1),4B 夭 B4, 故 BA- 
4 了 B 天 OO, 从 而 (4+ 有 )(4 一 也 ) 天 42 一 卫 2. 

5. 举 反 例 说 明 下 列 命题 是 错误 的 : 

(1) 若 42=O0, 则 4=O; 


(2) 若 42=4, 则 4=O 或 4= 万 ; 

(3) 若 4AX=A4Y, 且 4 和 O, 则 X= 了 . 
0 

解 (1) 取 A4= 民 


0 
0 


0 1 妃 
],x=(， hr=4 
0 0 1 


C) 取 4=|。 
0 


1 
3) 取 4 = 
(3) 取 臣 
但 于 和 关 下 . 


[者 
6. 0 设 4=|[， 1j, 隶 42， 4 


中 


解 (D 直接 计算 得 42= | ， 


ws 由 0 1 
1 1 AAA | 2》 
一 般 可 得 4 ， 

AA 


事实 上 , 当 &=1 时 ,(2.3) 式 显然 成 立 ， 
设 当 &= 时 ,(2.3) 式 成 立 ,那么 当 











NT 
由 数学 归纳 法 , 知 (2.3) 式 成 立 ; 
》 1 和 
(2) 4“= 和 1 和 工会 
入 和 
和 2] 人 及 
44=A424 = 2 2A 
和 2 
和 
注 可 证 4"=|0 入 Ce 
0 0 迁 


7. (D 设 4= | 
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] 
中 .有 42=0, 但 4 和 0O; 


). 有 42= 4, 但 4 天 0 且 4 关 下 


1 0 
=|。 ,有 4AK= Ay, 且 4 关 0， 


> 
一 


0 
44*;(2) 设 4A=|0 ) 1 
和 


己 
王 


=7 十 1 时 ， 
本 0 
路- (7 十 1)A 让 


21 1 
六 
人 2 


12 


413 61 


和 4 


7( 7 一 1]) 


MD 


求 450 和 451; 
3 $ 9 


, 求 不 4， 


(2.3) 


413 | . 
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2 1 
(2) 设 a=| 1|,2=|12|1,4=abI, 求 AI00. 
-3， 4 
1 10 0 
(1) 4 hz=( 的 j=| ] = 0 ,于 是 
= 要 0 10 
A50 王 = 及 )55 == (10) 乞 =10 和 5 兢 ， 
,1 1 
45= Am4=105E4=1054=103|) 站 
(2) 4"00=(abgI)(apIDD)…(abgDD)=a(bIa)(bra)…(bra) 0T， 
1 个 99 个 
2 4 8 
因 pra= 一 8, 故 由 上 式 知 4 =(-8)%apT= 一 8 | 1 2 4|. 
-3 -6 -12 








8. (1) 设 4,B 为 岂 阶 矩阵 , 且 A4 为 对 称 阵 , 证 明 BTI4B 也 是 对 称 阵 ; 
(2) 设 4,B 都 是 ” 阶 对 称 阵 , 证 明 4B 是 对 称 阵 的 充 要 条 件 是 4B = B4 . 
证 〈1) 根据 矩阵 乘积 的 转 置 规则 ,有 


(BTI4B)I=BI4ICBI)I=BI4B ( 因 4 为 对 称 阵 )， 
故 由 定义 知 吾 I4 为 对 称 阵 ; 
(2) 因 4I=A4,BTI=, 故 
4 了 为 对 称 阵 会 (4B) = 4B 
全 BTI4I=A4B 瑟 B4 =A4B. 








9. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 矩 阵 : 














1 了 cos0 一 snO 
0 | 上 (2) 
性 “和合 sin 0 COSs 日 
Q1 
| 生生 站 
人 7? 
(3) 才 ， 一 立 | (4) = (alez…a 天 0). 
四 二 冯 1 
0 Q | 
解 (1) 由 二 阶 方 阵 的 求 逆 公 式 ( 教 材 例 11) 得 
| 了 =- 末 5 =| 5 了 
2 5 | 2|\-2 1 -2 1 六 
5 
2) ee 一 Sin 下 1 cos 0 sin 册 
sinO cos0O ceos2bg+sin26\ -sing cosb 
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-( | 
-sing cos8 记 
1 公 一 全 
(3) 因 |41=|13 4 -2|=2 尖 0, 故 4 可逆, 并 且 
导 ” 竺 1 
帮 - 王 且 县 1 二 二 区 专 寺 
AI 三 =-4 Mo | =--2 Mial = 已。 
一 4 业 一 全 1 4 一 艺 
人 | Ma= | ee 记 | 网 
人 | 有 ”13 -2| 
MT |- -3 AT | = 14 AM3; 三 ?| = -: 
3315 ， 2-|5 -4 ， 3 一 |3 4 ， 
于 是 
1 Mii 一 Ma Mai 
本 _ 工 | _- 本 
A =-1AT4 7 Mi2 M2> Ma 
Mn 一 M23 Ma33 
-4 2 0 0 
-下 | 一 了 | 三 | 二 可 二 下 
= 了 13 6 1 2 多 7 |; 
-| 
(4) 因 aiaez…av 天 0, 故 ai 和 关 0,i=1,2,…,7. 于 是 矩阵 .8 = 


diag{ 工 , 工 ,…, 工 1] 是 有 意义 的 ,并 且 因 
Cl CC: 7 4 


1 1 
4B = diag(alvazm van)diag( 二 二， ) 


= diag(1,1,…,1) = 


R | 


由 定理 2 的 推论 , 知 4 可 逆 , 且 六 -= 号 =diag( 二， 
注 ， 本 题 结 论 值得 记 取 ,可 当 作 公式 用 . 


10. 已 知 线性 变换 


ZI 三 2y1 十 2y2 十 y3， 
Z2 三 3y1+ yz 二 53y3， 
Z3 三 3y1 十 2y2 十 3y3. 


求 从 变量 zi,zr,zi 到 变量 w ,yz,y3s 的 线性 变换 . 


解 


记 x= (zza'zs) ,=(y1y,y3) , 则 线性 变换 的 矩阵 形式 为 x= 
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2 2 1 
4y, 其 中 人 为 它 的 系数 矩阵 . 因 det 4=|3 1 5|=1 天 0, 故 4 是 可 逆 和 矩阵 ， 
3 2 3 
于 是 从 变量 zi ,za,zs 到 变量 yw ,ya,ys 的 线性 变换 的 矩阵 形式 为 
y=A4 -1x. 
-7 -4 9 
RS 6 3 =7|， 
141| 
E 2 一 和 
于 是 
31 -7 一 4 911zi | 
y2 | 三 6 3 一 7|1z2z|1, 即 32z 一 ”6 十 372 一 7 元 3， 
3 3 2 一 4 人 3 交 T[ 填 人 2 二 后 放 9: 




















11. 设 ] 是 元 素 全 为 1 的 "(>2) 阶 方 阵 . 证 明 已 - J 是 可 逆 矩 阵 , 且 ( 忆 - 
J) -= 已 - 二 7, 这 里 已 是 与 J 同 阶 的 单位 矩阵 ， 























证 因 
业 2 下 Se” 计 7 刀 
形 三 和 二 5 |- : | =7?J， 
划 本 1 本 | en 1 7 刀 
于 是 ( 电 -J)( 下 一 一 了 J)= 忆 -了 -一 证 J+ 一 天 = 瑟 -二 + 二 = 





尼 , 由 定理 2 的 推论 ,下 -JJ 是 可 逆 矩 阵 , 旦 (E-J)-!= 瑟 -一 J 


学 到 直 … 

注 判断 矩阵 B 是 否 为 4 的 逆 和 矩阵 ,最 直接 .最 简单 的 方法 就 是 验证 4B 
(或 者 BA ) 是 否 等 于 单位 矩阵 ,就 像 判断 3 是 否 为 工 的 逆 , 只 需 验证 寺 x 3 是 否 
等 于 1 一 样 .下 两 题 及 例 2.1 都 是 这 一 思想 的 应 用 . 

12. 设 4=O (&A 为 正 整 数 ) ,证 明 瓦 -~A4 可逆 ,并 且 其 逆 和 矩阵 ( 环 ) 1 
= 下 +A+A2+ 十 1. 

证 因 ( 开 -A)( 玉 +A 十 A2 十 十 人) 一 巨 十 请 十 二 人 一 和 一 4 一 

= 下 -OO=， 
由 定理 2 的 推论 知 瑟 -4 可逆, 且 其 逆 矩 阵 ( 瑟 -4) = 瑟 + 证 十 友 

13. 设 方 阵 4 满足 

42-4-25=O， (2.4) 
证 明 4 及 4+2E 都 可 闭 , 并 求 4 1 及 (4+2 已 ) 
解 ” 先 证 4 可 逆 . 由 (2.4) 式 得 
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A4(4 一 下 )=2 忆 ， 
也 就 是 4( 序 (4- 巨 )] = 到 


由 定理 2 的 推论 知 4 是 可 逆 的 , 且 A -1= 才 (一 忆 ); 
再 证 4 +2 已 可逆. 由 
(4+2FE)(4A-3FE)=A42 一 4 一 6=2F 一 6= 一 4 已 ， 
1 忆 
即 (4+2 开 )| 二 (3 已 -A) ] = 已 ， 


同 理 , 知 4+2E 可 逆 , 量 (A +2)-1= 才 (3 蕊 一 4) 
14. 解 下 列 矩 阵 方程 ; 








2 5 和，= 帮 本 1 一 1 这 
上 | jx=| ): (C2)xX2 1 0 -| 
3 2 1 4 3 2 
2 
14120 3 1 
站 间作 人 三 入 本 人 
2 1 人 Ti 条 
(4) 4XB= C, 其 中 4=| ) .= 1 示 3 'c=| ) 
5 4 ea 二 交 








过 
解 CD) 因 算 阵 | ] ] 的 行列 式 等 于 1 不 为 零 , 故 它 可 间 , 从 而 用 它 的 和 
矩阵 左 乘 方 程 两 边 , 得 
二 | 直人 | 
1 3 刘 1 


“让 


(2) 记 和 拖 阵 方程 为 XA3ix3i= 了 xi, 因 














2 和 =-1! 3 省 1 
det4a=|2 1 叫 一 |2 10|=3z0， 
1 .< 1 
故 4 可 闭 , 用 4 : 右 乘 方程 的 两 边 得 
天 = 看 4-1， 
又 ， 
Mi 一 Ma Mal 二 1 
4-= TEA =T -了 Wo 二 Mo = 可 -放生 
MD 一 M2s Mass -33 0 
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人 
-B4-1- 工 帮 _- 三 
于 是 X = 了 BA | 和 和 一 2 
-3 3 0 
= 6 中 可 
人 一 8 了 琴 “=2 2 二 总 人 全 
1 4 2 0 3 1 
j 一 二 1 与 
(3) 记 A 忆 )],s=| 由 |。 “1 多 拓 阵 方 程 可 写 为 
AXB = C 


因 |4|=6 和 0,|B8|=2 尖 0, 故 4, 有 均 可 逆 . 依 次 用 4 和 了 -: 左 乘 和 右 乘 
方程 两 边 得 
二 | 0 册 ， | 人 
X=A4-ICB-1I= 
-1 2 0 -1 八 -1 1 


- 直 [ | 上 中 = 考 (2 22]= 
12\1 1 八 0 -1 八 1 2) 12\3 0 


(4) 因 14|1=3,| 了 Il=1, 故 4,B 均 是 可 逆 和 矩阵 , 且 














二 7 -3 -3 
4 于 | ) ,22= -1 1 0 | . 
3\ -5 2 
-1 0 1 
分 别 用 4 -和 有 ' 左 乘 和 右 乘 方 程 两 边 得 
X=A4-ICB-: 
7 -3 -3 
1/ 4 -1 1 0 -1 
= | ) 1。 
3\ -5 ;2)\1 -2 0 
-1 0 1 








1 4 = =3 =4 23.， 一 7 -一 芭 
他 | -5 本 5 号 
15. 分 别 应 用 克拉 默 法 则 和 逆 矩 阵 解 下 列 线性 方程 组 : 
Zi 十 222 十 33 二， 示 1 十 严 2 十 也 3 三 了 
ea 站 
3zl+Szz+ 3 三 3; 
解 〈1) (i) 用 克拉 默 法 则 
1 
2 
3 


Zl 十 3z2+9zr3 三 3. 


因 系 数 和 矩阵 的 行列 式 14 | = =15 和 夫 0, 由 克拉 默 法 则 ,方程 组 有 惟一 





nn iD hi 
吃 (hn CD 
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解 , 且 
1 2 3 1 和 沪 
ri=15|2 2 5 引 = 合 =1， za= 二 |: 2 5|=0， 
3 51 3 3 1 
1 2 1 
3 下 2 2 2 三 0; 
3 全 
(ii) 用 逆 和 矩阵 方法 
因 |4| 和 0, 故 4 可逆 ,于 是 
二 区 3 位 
革 =A4-15=|2 2 5 2 
353Si 必 
-23 13 411fl 151 1 
= 二 1 和 二 呈 | 0|=|o|， 
4 1 -2j03 0 10 
即 有 zi=1,zz=0,z3=0; 
(2) (iD 用 克拉 默 法 则 
1 省 
因 系 数 和 矩阵 的 行列 式 |41|=|1 2 4|=2 和 天 0, 由 克拉 默 法 则 方程 组 有 惟一 解 ， 
iT 3 9 
且 
入 - 汪 区 
zi= 寺 |3 2 4|= 半 =2， ma= 去 |1 3 4|=- 亿 ， 
5 3 9 159 
1 1 2 
zs= 寺 |1 2 与 = 总; 
1T 3 
(ii) 用 逆 和 矩阵 方 法 
因 |14|=2 天 0, 故 4 可 道 ,于 是 x=A4 :0，, 易 求 得 
， 6 -6 2 
省 ” 呈 二 人 全 一 纪 | 5 
1 -2 1 
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1 0 一 6 用 
兰 光 8 三 3 


蚊 “过 过 1 


1 


代入 得 = 也 


女 2 























工 3 
16. 设 4 为 三 阶 矩 阵 ,141= 亏 , 求 |(24) -1- 54 |. 

解 因 |4|= 六 天 0, 故 4 可 道 .于 是 由 

*= | 各 | 人 -= 二 站- 及 (24) -= 半 4 -1， 


得 

一 上 再 

(24)” 一 SA = 了 4 一 了 人 = 一 24 ， 

两 端 取 行列 式 得 
1(24)-1-54 "|=|-24-1|=(-2)3141-1= 一 16. 
注 ， 先 化 简 和 矩阵 ,再 取 行 列 式 ,往往 使 计算 变 得 简单 . 

0 3 3 
看 


= 站 和 3 
解 由 4B=A4A+2B8 一 (4-2FE)B=A4. 
-2 3 3 
1 -1 0 
-1 着 
和 矩阵 .用 (4 -2E) : 左 乘 上 式 两 边 得 


17. 设 4= ,4B=A4+25, 求 也. 








因 4 -2 马 = , 它 的 行列 式 det (4 -2 已 )=2 天 0, 故 它 是 可 逆 








一 2 3 3 
及 =(4-2BE)- -4A= 1 -1 0 
-1 2 1i 


1 


, 且 4B+ 瑟 =42+ 了 8, 求 也. 








一 一 呈 
已 一 ( 
局 一 





加 
1 
0 

一 忌 
之 





ib| 一 








b| 一 
一 ID ti 一 


N 上 修一 一 
尼 mm 忆 








18. 设 4= 








二 瑟 王 
[一 国道 、 届 丢 一: 


1 
0 
1 
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解 ”由 方程 4B+ 瓦 =42 + 了 ,合并 含有 未 知 矩 阵 互 的 项 ,得 
(4 一 巨 )B=A42 一 刁 =(4A 一 五 )(4+ 五 ). 








0 0 1 
又 ,4- 开 =|I0 1 0|, 其 行列 式 det(4 -下 )= 一 1 和 关 0, 故 4 一 巨 可 逆 , 用 
1 0 0 
(4 一 巨 )-: 左 乘 上 式 两 边 , 即 得 
委 并 
B=4+E=|I0 3 0|. 
1 0 2 








19. 设 4=diag(1,-2,1),4* BA4=2B4 一 8 已 , 求 卫 . 
解 ”由 于 所 给 矩阵 方程 中 含有 4 及 其 伴随 阵 4 ,因此 仍 从 公式 44 ”= 
14 | 五 着 手 .为 此 ,用 4 左 乘 所 给 方程 两 边 ,得 
44 "BA4=24BA4 -84， 
又 ,|41==-2 天 0, 故 4 是 可 逆 矩阵 ,用 4-: 右 乘 上 式 两 边 ,得 
14 有 =24 有 -8E 一 (24+2) 有 =8E 一 (4A+ 巨 ) 有 =4 开 . 
注意 到 4 + 下 =diag(1,-2,1)+diag(1,1,1)=diag(2,--1,2) 是 可 逆 和 矩阵 , 且 


(4+ 瑟 )-:=diag( 序 ,-1 立 )， 
于 是 及 =4(4+ 巨 )-=diag(2, 一 4,2). 
20. 已 知 4 的 伴随 阵 4*=diag(1,1,1,8), 且 4B4 =B4 1I+3, 求 也 . 
解 ” 先 化 简 所 给 和 矩阵 方程 : 
4B4 :=B4 -+3 开 
人 (4 一 下 )B4 :=3 书 
一 (4- 刁 )B=34. 
若 能 求 得 4 并 且 A -五 为 可 逆 和 矩阵 ,就 可 解 得 
=3(4 一 已 )- 4， (< ) 
下 面 计算 4 .由 题 意 知 4 是 可 逆 矩 阵 , 由 44 ”=14| 五 ,两 边 取 行列 式 得 
14114 "1=141, 即 1413=14 "1=8, 故 |41=2, 于 是 
4 =2(4"*)-!=2diag(1,1,1,8)-1 


= 2diag[1,1,1, 言 ]= diag|2,2,2, 才 让 


据 此 ,4 一 忆 = diag 人 1,1,1, - 才 } 是 可 逆 矩 阵 ,( 因 14 一 已 | = -站 夭 0) 


并 且 (4-B) -=diag(1,11,- 子 ) 
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将 上 述 结 果 代 入 (* ) 式 ,得 


B=3diag[{1,1,1,-3 


3 

注 〈1) 这 里 为 大 家 提供 了 一 条 当 4 是 可 逆 窍 阵 时 ,由 4 " 求 4 的 常规 途径 ; 

(2) 本 题 中 4( 或 4” ) 为 可 道 和 矩阵 的 条 件 是 必需 的 .因为 当 4 不 是 可 道 矩 

阵 时 ,未 必 能 由 它 的 伴随 矩阵 4“ 来 确定 4 .例如 
党 3 


jaiag[2,2,2, 玫 ) 三 人 区 关 二 于 





10 
立 “| 和 | 访  | 的 伴随 矩阵 均 为 | 0 
0 0 1 
和 本 二 
21. 设 P-'4P=A, 其 中 己 人 1 于 时 要 二 芝 可， 


解 ”本 题 与 教材 例 15 相仿 . 因 下 4P=A4, 故 4=PAP 
于 是 4”=PA ”PP ' 


1 
由 


避 | 一 














一 下 1 2 
让 本 
1 1 1 -1 
22. 设 4AP=PA4, 其 中 已 =|1 0 =-2|1,4= 1 
1 一 1 1 5 
求 p(4)=48(5 已 -64+A42). 
1 1 1 
解 因 | 忆 |=|1 0 -2|=-6 和 0, 故 己 是 可 逆 和 矩阵 .于 是 ,由 4P = 


| 1 
P4 得 4=PAP-: ,并且 记 多 项 式 p(z)=xzs(5-6z+z2), 有 
p(4)=Pp(A)P 








因 4 是 三 阶 对 角 阵 , 故 
p(4A)=diag(p(-1),p(1),p(5))=diag(12,0,0)， 
1 1 | 2 

于 是 -| 岂 一 所 
一 二 1 











0 


习题 解答 49 

















1 0 01|14AN AI Ai3l 
= 一 2I1 0 0 关 基 关 
1 访 息 关 兴 关 
| 克 有 | 二 二 2 一 2 
二 一 ZL 有 0 闪 兴 闪 
1 0 基 闪 关 
1 上 亚 
=4|1 1 1|. 
1] 1 1 








注 由 于 wp(4) 除 (1,1) 元 外 均 是 0, 故 在 求 已 " 时 ,只 需 计 算 忆 的 (1,1) 元 、 
(2,1) 元 (3,1) 元 的 代数 余子 式 Au ,Az 和 A3. 

23. 设 和 矩阵 4 可 闭 , 证 明 其 伴随 阵 4“ 也 可 道 , 上 且 (4 ")-:=(4 -0)”. 

证 因 44 ”=|4| 巨 及 |4| 天 0, 由 定理 2 的 推论 知 4 “可 道 , 且 

(4”) 和 
14| 

另 一 方面 , 因 4- (4 -:) =|4-| 瑟 . 

用 4 左 乘 此 式 两 边 得 


1 
(4-1) "=|4-14= 一 -4， 


14| 
比较 上 面 两 个 式 子 , 即 知 结论 成 立 . 
24. 设 ) 阶 矩阵 4 的 伴随 阵 为 4” ,证 明 : 
(1) 若 |141=0, 则 |4 “|=0; 
(2) | 症 “ = | 二 
证 (1) 因 
4 "4=|4| 瑟 ， 《2.3) 


当 |41=0 时 ,上 式 成 为 4 4=O. 

要 证 |4 ”| =0, 用 反 证 法 : 设 14 "| 和 0, 由 和 手 阵 可 逆 的 充 要 条 件 知 ,4 “是 可 
逆 和 矩阵 ,用 (4 ”)”': 左 乘 上 式 等 号 两 边 , 得 4 = OO. 于 是 推 得 4 的 所 有 交 一 1 阶 子 
式 , 亦 即 4" 的 所 有 元 素 均 为 零 .这 导致 4” =O. 此 与 4 "为 可 逆 和 矩阵 矛盾 .这 
一 矛盾 说 明 , 当 |41=0 时 ,|4 ”|1=0. 

(2) 分 两 种 情形 : 

情形 1:14|1=0. 由 (1),14 1=0=14| ,结论 成 立 ; 

情形 2:141 和 0. 在 (2.5) 式 的 两 边 取 行 列 式 ,得 

14 ”1141=14 ”41=|1141| 巨 ,|=|141”. 
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于 是 14 7 1=141” 
注 本题 (2) 的 结果 值得 记 取 . 


1 2 工 01f 位 0 3 1 
OLD LI Li 2 7 二 
25. ji 
1 革 和 和 忆 人 和 到 3 
0 人 和 030 0 有 运 恕 


解 ”与 教材 例 17 相同 ,本 题 练 习 分 块 矩 阵 乘法 . 记 


oa 人 
人 仙 一 3 久 


则 
原 式 = 人 站。 2 了 2 -( ee 
O 42 OO 了 2 O 422 有 22 
双 han+aas(o ij -1 o -3 
11 且 12 2 一 0 2 0 
(。 | 四 吕 jj 4 
一 十 本 
| QI 一 2 一 入 
网 (。 1 人 jj=( )] 
人 0 =9 久 
下， 郊 和 | 2 
0 1 2 一 4 
芭 和 
0 0 人 一 向 
26. 设 4= , 求 1483| 及 44. 


| 
IN 忆 巴 握 
tt 已 书包 


及 O 3 4 2 0 
解 者 记 4=| 0 ,其 中 Ai .= 2 . 则 4 成 为 一 


4 -3 2 
个 分 块 对 角 和 矩阵 .于 是 
| 48 = | 和 1&= (1 [18 三 1 215142>18 三 105， 


4 人 |] 
O 44 
25 0 1 0 ji 泊 
因 4Ai= | }=255， 41=S4 已 ;A -2| | 4 ] 可 参看 
人 1 1 有 了 看 
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习题 6) .代入 即 得 


部 尖 . 0 
本 
0 0 24 0 
0 0 26 凡 


-1 
27 设 ” 阶 矩 阵 A 与 y 阶 矩 阵 有 部 可 道 , 求 | 央 


O 了 -1 
4 0O 


本 | O 及 -1 已 ， O 
Le 
B OA 人 4A-L OO OO 开 上， 


解 因 A 和 有 均 可 得, 作 分 块 阵 】 ,由 分 类 算 阵 乘法 规则 


-1 -1 
ra 人 ma 人 (2 人) 
及 OO 有 OO A -1 O 
28. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 矩 阵 
SS 2 人 0 1 
8， 从 - 全 
(1) 器 (2) 
0 0 8 3j|” 2 下- 站 
0 从 3 到 4 3 0 
人 A O SS 汉 8 3 
解 (GD) 将 人 分 顽 为 4 一 | ] .其 中 A=1 ),4=| ] ,四 
OO 4 2 并 3 


14,|=1,14:|=1, 故 它们 均 可 逆 . 于 是 由 分 块 对 角 和 矩阵 的 性 质 , 有 
1 -2 0 0 
， 14 0 =- 
4 = 一 
本 | 0 0 2 -3 
0 0 -5 8 


) 将 分 纪 为 | 机 
(2 入 7 


因 4,,4; 均 可 逆 , 由 题 27 得 


| 其 Ai= 寺 ,42= 人 4 











3 1 
人 0 5 0 3 1 
1 4TL 0 |0 =2 1| 2 人 
5 0 0 10 0 0 
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习题 2( 附 答案 和 提示 ) 


2.1 选择 题 ， 

(1) 设 方 阵 4,B,C 满足 ABC = 巨 , 则 必 有 ( )3 

(a) 4ACB = 下 (b) CB4 = (c) BAC = 歼 (d) BCA4 = 瓦 
(2) 设 4,B 为” 阶 对 称 阵 且 召 可 逆 , 则 下 列 矩 阵 中 为 对 称 阵 的 是 ( ) ; 

(a) 4B -一 已 -2A (b) 4AB-1+B-IA (co) B-14B (d) (4B) 


(3) 设 4 为 方 阵 , 若 43=O, 则 ( ) ; 
(a) 下 -A4 不 可 逆 , 忆 +A 不可逆 (b) 巨 -4 不 可 道 ,下 +A 可逆 
(c) 已 -4 可 逆 , 已 +4 不 可 逆 (d) 下--A 可 道 ,+A 可 逆 


O 
(4) 矩阵 es 的 伴 因 阵 C = ). 
OO 了 





1414 O | 吾 | 有 O 
(a) 】 中 | 】 
O | 再 | 且 ” O 1414"” 
|1418B O | 到 14 O 
| 】 (d) ) 
O |B14 O 141B” 
0 -1 0 
下 和 设 赤 二 |‖ 1 0 0 | ,P 为 三 阶 可 逆 矩 阵 ,B = 了 -!4P, 求 了 B2016 一 201642. 
0 0 -1 








2.3 设 4 是 可 逆 矩 阵 , 且 42=14| 巨 ,证明 4 的 伴随 矩阵 4 “=4. 
2.4 设 4 为 4 阶 矩 阵 ,141= 本, 求 34 -44 1. 
2.5 设 和 矩阵 4,B,C 满足 (已 -CIB)ICT4= 瑟 , 求 4, 其 中 


和 一 0 0 2 3 4 
0 | 0 0 2 1 3 
且 == ,= 王 5 
0 0 1 生生 G 2 
0 0 0 1 000 2 


2.6 设 和 矩阵 X 满足 X4 =X+BBTI, 其 中 

1 一 1 1 
-1 1 -1 
1 =-1! 1 


4 = , 且 = 











2.7 设 3 阶 方 阵 4 和 已 满足 &-LB4=64+B4, 其 中 4=diag( 二 ,二 ,村 ), 求 有. 
2.8 设 矩 阵 员 = (下 +4) 1I( 下 -4), 其 中 


习题 2( 附 答案 和 提示 ) 5$3 


1 0 0 0 
3 0 0 
4 三 5 
0 一 4 5 0 
0 上 二 G 了 


证 明 已 + 呈 可逆, 并 求 其 道 . 
2.9 设 方 阵 4 满足 42+24-3FE=O, 证 明 :4 和 4+4 巨 均 可 逆 , 并 求 其 首 . 


答案 和 提示 


2.1 (1) (d);， (2) (b); (3) (d) ,提示 :( 一 4)( 瑟 +A4A+A42)= 忆 一 43= 开 ,( 开 + 
4)( 下 -4+42)= 下 +43= 下 ; (4) (d) ,提示 :CCc "=1ClIEE=|14118| 巨 . 











2017 =-1 
2.2 2017 , 太 2 = -1 ,及 2006 一 三 “142016 太 = 力 . 
-2015 1 
2.3 由 4:=|141E 一 4=|414 -=4”. 
2.4 141= 本 =14- 中 =3,4"=1414-:= 杞 4-1, 于 是 
134" -44-1=|1-34-!=(-3)414-1|=35. 
1 0 .00 
了 证 让 局 | 志 2 1 0 0 
1 一 2 1 
0 1 =2 1 


提示 :化 简 所 给 矩阵 关系 式 得 B=(E-C-IB)ICI4A4=[C(E-C- 1IB8)]I4=(C- 
B)I4A=(CI-BID)4, 故 4=(CI-BT) ,代入 矩阵 马 和 C, 并 求 逆 即 得 . 


1 =1 14 
-1 1 -1 
1 -1 1 


2.7 有 B=diag(3,2,1). 


2.6 大 三 


| 一 





1 0 000 
关 本 “人 

十 1 。 
2.8 (有 + 五 ) 只， 二 页 生病 


0 0 -3 4 
提示 :有 B=( 开 +A4) -LI(B-A4) 一 4B+A4A+ 有 = 开 上 ,再 凑 成 (4+ 瑟 )( 下 + 巨 )=2 马 (这 一 步 


是 关键 ) 一 B+ 巨 =2(A + BE) -一 (B+ 开 )-1= 二 (4A+ 吾 )， 


2.9 4 -1= 读 (4+2B). 由 (A++4 尼 )(A -2 忆 )= -SF 一 4A+4 有 可 闭 上 且 (4+4 瑟 )-1= 


王 瑟 (4 -2 丈 ) .参看 例 2.1 及 习题 13. 


第 3 章 
和 矩阵 的 初等 变换 与 线性 方程 组 


基本 要 求 


1. 熟练 掌握 用 初等 行 变换 把 矩阵 化 成 行 阶梯 形 和 行 最 简 形 ,知道 矩阵 等 价 
的 概念 .知道 作 初 等 变换 相当 于 乘 以 可 道 和 矩阵. 掌握 用 初等 变换 求 可 逆 和 矩阵 的 逆 
和 矩阵 的 方法 ， 

2. 理解 矩阵 的 秩 的 概念 ,知道 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 的 原理 ,掌握 用 初 
等 变换 求 矩 阵 的 秩 的 方法 .知道 矩阵 的 标准 形 与 秩 的 关系 .知道 矩阵 秩 的 基本 
性 质 . 

3. 理解 线性 方程 组 无 解 ` 有 惟一 解 或 有 无 限 多 解 的 充 要 条 件 ( 包 括 非 齐 次 
线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 及 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 )， 

4. 熟练 掌握 用 矩阵 的 初等 行 变换 求解 线性 方程 组 的 方法 . 

5. 知道 矩阵 方程 4AX = 中 有 解 的 充 要 条 件 及 必要 条 件 . 


内 容 提 要 


1. 定义 与 记号 
初等 行 变换 (六 一方, 产 X&,r+Ar) ,矩阵 4 与 下 行 等 价 , 记 为 4 一 Bi 
初等 列 变换 (ciecj ,cix&yci+ ci) ,矩阵 4 与 召 列 等 价 , 记 为 4<B; 
初等 变换 ,矩阵 4 与 下 等 价 , 记 为 4 一 也 . 
矩阵 4 的 行 阶梯 形 、 行 最 简 形 ,标准 形 正 = (一 朵 ,这 里 是 4 的 秩 . 
2. 初等 变换 的 性 质 及 应 用 
(1) 定理 1 4 一 B 全 存在 可 逆 矩 阵 忆 , 使 P4 = 了 ; 

4 二 四 后 存 在 可 逆 矩 阵 0 ,使 AO = B. 
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推论 ” 方 阵 4 可 逆 人 4 一 已 . 
(2) 若 (4, BE) 一 (B,P), 则 王 可 逆 , 是 P4A= 巨 ; 
若 (4 ,已 ) 一 (下 ,P), 则 4 可 道 ,上 且 已 =4-1i 


若 (4,B) 一 (已 ,X), 则 4 可 道 , 且 X=A4-1B. 
3. 和 抢 阵 的 秩 
(1) 和 抢 阵 4 的 秩 定义 为 4 中 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 , 记 作 R(4 ). 
(2) 定理 2 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ， 
(3) 矩阵 秩 的 性 质 
(iD 0 入 RG(4。>x) 委 min|mz ,zi; 
(ii) RC4I)=RC4); 
(iii) 若 4 一 已 , 则 RC4)=R(B) ,特别 , 若 4 的 行 阶梯 形 和 矩阵 有 + 个 非 零 

行 , 则 RC4A)=+; 
(iv) 若 忆 ,Q 可 逆 , 则 RCP40O)=RC4A); 
(v) max|lRG(4),R(B)| 壕 R(4A,B) 入 RCI4A)+R(B)， 
特别 地 , 当 瑟 为 列 向 量 训 时 ,有 
R(4) 委 R(4,D) 和 之 R(4)+1; 

(vi) R(4+B) 福 R(4)+ 尺 (B); 
(vii) 尺 (4B) 过 minlR(4A),R(B) (定理 7); 
(viii) 若 4wvx，Bxy=O, 则 RG4)+R(B) 生 2 (第 4 章 例 13). 
4. 线性 方程 组 的 解 
(1) 基本 定理 (定理 3) 7 元 线性 方程 组 4Ax=) 

(i) 无 解 的 充 要 条 件 是 R(4A)<R(C4,D); 

(ii) 有 惟一 解 的 充 要 条 件 是 R(A)=R(C4A,bD)=7?; 

(iii) 有 无 限 多 解 的 充 要 条 件 是 R(4)=RC4A,D)<7 
(2) 求解 线性 方程 组 的 步骤 ( 见 教 材 ) . 
5. 重要 定理 
为 应 用 方便 , 常 把 4 中 的 基本 定理 分 成 两 个 定理 来 叙述 : 
定理 4 ?7 元 齐 次 线性 方程 4wx。x=0 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 R(4)<<. 
定理 5 线性 方程 hz = 上 有 解 的 充 要 条 件 是 R(4)=RC4,D). 
把 定理 $ 推广 到 矩阵 方程 ,得 
定理 6 和 撼 阵 方程 4X = 下 有 解 的 充 要 条 件 是 R(4)=R(4,B). 
定理 7 若 4K= 有 , 则 R(4) 三 R(B). 
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学 习 要 点 


本 章 先 引 入 矩阵 的 初等 变换 (重点 是 初等 行 变换 ) 和 卸 阵 的 等 价 以 及 矩阵 的 
行 阶梯 形 , 行 最 简 形 .标准 形 等 概念 ,阐明 了 和 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 相 乘 的 关系 : 
对 矩阵 4 作 初 等 行 ( 列 ) 变 换 , 相 当 于 用 可 逆 矩 阵 左 ( 右 ) 乘 4. 由 此 引出 用 初等 
变换 求 道 矩阵 的 方法 . 

和 矩阵 的 秩 是 矩阵 的 最 重要 的 属性 ,由 于 它 在 初等 变换 下 保持 不 变 ,因此 有 着 
十 分 广泛 的 应 用 .对 和 矩阵 秩 的 性 质 也 要 有 所 了 解 , 以 增强 应 用 和 卸 阵 的 秩 解决 问题 
的 能 力 . 

根据 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 的 原理 ,在 用 初等 行 变换 解 线性 方程 组 的 过 
程 中 ,建立 起 线性 方程 组 的 基本 定理 ( 即 定理 3 ,或 分 开 叙 述 成 定理 4 和 定理 5)， 
并 把 它 推广 到 和 矩阵 方程 .线性 方程 组 的 理论 与 求解 方法 是 线性 代数 课程 中 最 基 
本 .最 重要 的 内 容 , 贯 串 教 材 的 始终 ,一 定 要 切实 掌握 . 

本 章 的 重点 是 :掌握 把 矩阵 化 为 行 最 简 形 的 运算 以 及 根据 增 广 矩阵 的 行 最 简 
形 熟 练 地 写 出 线性 方程 组 的 通 解 ,理解 矩阵 秩 的 概念 及 线性 方程 组 的 基本 定理 . 


释疑 解难 


问 3.1 一 个 非 零 矩 阵 的 行 最 简 形 与 行 阶梯 形 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 首先 , 行 最 简 形 和 行 阶梯 形 都 是 矩阵 作 初 等 行 变 换 时 的 某 种 意义 下 的 
“标准 形 ” .任何 一 个 矩阵 总 可 经 有 限 次 初等 行 变换 化 为 行 阶 梯形 和 行 最 简 形 . 

其 次 , 行 最 简 形 是 一 个 行 阶 梯形 ,但 行 阶梯 形 未 必 是 行 最 简 形 .其 区 别 在 于 
前 者 的 非 零 行 的 首 非 零 元 必须 为 1, 且 该 元 所 在 列 中 其 他 元 均 为 零 ,因而 该 元 所 
在 列 是 一 个 单位 坐标 列 向 量 ;而 后 者 则 无 上 述 要 求 . 

问 3.2 在 求解 有 关 和 拖 阵 的 问题 时 ,什么 时 候 只 需 化 为 行 阶梯 形 , 什 么 时 候 
家 化 为 行 最 简 形 ? 或 者 ,它们 在 功能 上 有 什么 不 同 ? 

答 和 抢 阵 的 初等 行 变 换 直 接 源 于 求解 线性 方程 组 的 消 元 法 , 它 是 矩阵 的 最 
重要 的 运算 之 一 ,其 原因 就 在 于 矩阵 的 行 阶梯 形 和 行 最 简 形 有 强大 的 功能 ,是 一 
个 很 理想 的 "操作 平台 ”, 在 此 平台 上 ,可 以 解决 线性 代数 中 许多 问题 , 择 其 主要 ， 
如 表 3-1 所 示 . 
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表 3-1 行 阶 梯形 与 行 最 简 形 归纳 
行 阶梯 形 行 最 简 形 
1. 求 矩阵 4 的 秩 R(4); . 求 和 矩阵 4 的 秩 R(4); 
2. 求 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 (第 四 | 2. 求 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 (第 4 章 ); 
章 ). . 求 4 的 列 向 量 组 的 线性 关系 (第 4 章 ); 
. 解 线 性 方程 组 , 求 通 解 或 基础 解 系 (第 4 
章 ); 
5. 当 4 可逆 时 ,用 (4, 瓦 ) 的 行 最 简 形 求 
A 
6. 当 4 可逆 时 ,用 (4,B) 的 行 最 简 形 求 方程 


4X= 吾 的 解 4 1B. 
本 








站 站 一 





问 3.3 (1) 和 矩阵 4 与 也 等 价 的 充 要 条 件 是 R(4)=R(B) ,是否 正确 ? 

(2) 4 与 忆 行 等 价 的 充 要 条 件 是 R(4)=R(B), 是 否 正确 ? 

答 “ 无 论 问题 (1) 或 (2) ,必要 性 显然 成 立 ,只 需 讨 论 充分 性 . 

(1) 当 4 与 有 是 同型 矩阵 时 ,充分 性 成 立 . 这 是 因为 此 时 A 与 妃 有 相同 的 
标准 形 ; 但 是 当 4 与 及 不 是 同型 矩阵 时 ,充分 性 并 不 成 立 . 例如 设 4 = 
(| 1],a= 0 风 R(A) = R(B) ,但 显然 任何 初等 变换 都 无 法 把 4 
变 成 也 .于 是 ,4 与 好 不 等 价 . 

0 
(2) 即使 A 与 B 是 同型 矩阵 ,充分 性 也 不 成 立 . 例如 设 4= | | 


有 = 1 网 R(4)=RCIB)=2, 但 4 无 法 仅 通过 初等 行 变换 成 为 下 , 即 


4 与 下 不 是 行 等 价 的 . 

问 3.4 和 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 的 乘法 之 间 的 联系 有 什么 意义 ? 

答 ”定理 1 确立 了 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 乘法 之 间 的 联系 : 

矩阵 4 经 初等 行 变 换 成 为 吾 全 存在 可 逆 和 矩阵 王 使 P4= 了 Bi 

矩阵 4 经 初等 列 变换 成 为 虽 近 存在 可 逆 和 矩阵 O 使 4C = 也 . 

根据 这 一 联系 ,我 们 既 可 以 通过 乘法 的 运算 规律 来 研究 初等 变换 的 运算 规 
律 ,又 可 通过 初等 变换 来 研究 矩阵 的 乘法 ,从 而 开发 出 初等 变换 的 一 些 应 用 . 例 
如 , 若 4 二 B, 则 有 可 逆 矩 阵 卫 使 PA= 了 如 .为 求 出 已 ,可 用 初等 行 变换 ,这 时 

PA=BCEEep(4,E)=(B,P)(4,E) 二 (B,)， 

可 见 只 要 对 和 抢 阵 (4 , 巨 ) 作 初等 行 变换 ,使 之 变 为 (中 ,* ), 则 * 即 是 所 求 的 可 逆 
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和 矩阵 王 . 

问 3.5 在 求 线 性 方程 组 的 通 解 时 , 常 与 教材 中 给 出 的 答案 不 一 致 ,这 是 否 
可 以 ? 

答 以 守 元 齐 次 线性 方程 4x =0 为 例 , 设 R(4)=>.: 只 要 能 正确 地 找到 
寻 一 ”个 自由 未 知 数 ,进而 写 出 含有 *”- r 个 任意 常数 的 通 解 ,都 是 可 以 的 . 

但 要 强调 指出 的 是 :这 种 情况 的 发 生 往往 是 因为 没有 将 增 广 矩 阵 ( 或 系数 矩 
阵 ) 化 为 行 最 简 形 .根据 行 最 简 形 直接 写 出 方程 组 的 通 解 而 没有 任何 * 回 代 "” 的 动 
作 ,这 种 方法 不 妨 称 为 解 线性 方程 组 的 “标准 程序 ”我们 首先 要 理解 这 个 标准 程 
序 的 原理 ,并 熟练 掌握 它 ( 本 章 习题 的 答案 均 用 此 标准 程序 求 得 ). 在 此 基础 上 
再 考虑 标准 程序 可 变化 之 处 ,例如 把 (4 ,5)( 或 4) 化 成 与 行 最 简 形 有 相同 功能 
的 矩阵 ,从 而 写 出 通 解 .下 一 章 学 了 线性 方程 组 通 解 的 构造 以 后 , 求 通 解 的 方法 
就 可 更 灵活 了 , 详 见 第 4 章 例 12 之 析 . 

问 3.6 和 矩阵 4 是 可 逆 和 矩阵 的 充 要 条 件 有 哪些 ? 

答 和 矩阵 4 可 逆 的 充 要 条 件 ,大 致 有 以 下 几 个 : 

7 阶 和 矩阵 4 可 首 

全 存在 2 阶 窍 阵 刀 ,使 B4 = 4 有 = 巨 (定义 ) 

全 det 4 天 0( 全 4 为 非 奇异 矩阵 ) 

多 存在 2 阶 矩 阵 召 ,使 4 及 = 巨 ( 或 BA= 巨 ) 

合 4 的 行 阶梯 形 有 ?2 个 非 零 行 

会 4 的 行 最 简 形 是 已 (全 4 一 巨 ) 

全 4 的 标准 形 是 五 (会 4 一 已 ) 

全 4 的 秩 RC4A)=7( 鲍 4 是 满 秩 矩 阵 ) 

铺 齐 次 线性 方程 组 Ar =0 只 有 零 解 

铺 非 齐 次 线性 方程 组 Ar = 有 惟一 解 

全 人 的 列 向 量 组 线性 无 关 ( 全 矩阵 4 的 列 秩 =7)( 第 4 章 ) 

写 4 的 行 向 量 组 线性 无 关 ( 全 矩阵 4 的 行 秩 =”)( 第 4 章 ) 

急 4 的 ”个 特征 值 均 非 零 ( 第 5 章 ). 


例题 剖析 与 增补 


一 、 教 材 例 题 剖析 
引 例 求解 线性 方程 组 
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三 2 
无 ! 十 并 ?一 273 土工 三 4， 
47z1 一 607zz+2z3 一 274 三 4， 
3zli+06z2 一 9Z3 十 7z4 三 9. 
析 这 是 一 个 重要 的 例题 ,教材 用 较 大 篇 幅 讲解 以 表明 它 多 方面 而 又 基本 
的 涵义 , 需 细 心 体 会 . 
(1) 求解 线性 方程 组 可 分 为 消 元 与 回 代 两 过 程 . 消 元 过 程 的 实质 ,就 是 通过 
一 系列 方程 组 的 同 解 变换 找到 一 个 形式 上 较 简 单 的 方程 组 ,然后 进行 回 代 .这 里 
方程 组 的 同 解 变换 是 指 下 列 三 种 变换 ; 
(i) 对 换 两 个 方程 ; 
(ii) 以 不 为 零 的 数 乘 某 一 方程 ; 
(ii) 把 一 个 方程 的 若干 倍加 到 另 一 个 方程 上 . 
(2) 方程 组 的 三 种 同 解 变换 自然 引导 出 矩阵 的 三 种 初等 行 变换 .因此 若 拢 


阵 4 二 中 ,从 解 齐 次 方程 角度 看 ,等 价 于 把 方程 hx =0 同 解 变换 为 Bx = 0, 即 可 


认为 是 同一 事件 的 两 种 语言 描述 ,它们 能 够 “ 互 译 "当然 4 一 B 所 包含 的 意义 远 
比 解 方程 丰富 ,这 是 因为 矩阵 是 从 许多 问题 中 抽象 出 来 的 概念 . 

《3) 原 方程 组 能 同 解 变 换 成 什么 样 的 最 简单 方程 组 就 相当 于 增 广 矩 阵 也 
在 初等 行 变换 下 能 变换 成 什么 样 的 最 简单 矩阵 ,答案 就 是 教材 中 矩阵 Bs, 它 是 
下 的 行 最 简 形 ,把 它 " 翻 译 " 成 方程 组 后 ,无需 回 代 过 程 即 可 直接 写 出 通 解 .因此 
有 理由 把 增 广 矩阵 (或 系数 和 抢 阵 ) 化 为 行 最 简 形 ,进而 写 出 通 解 , 称 为 解 线性 方程 
组 的 "标准 程序 ” 

(4) 从 本 例 的 结果 看 ,有 两 点 值得 注意 : 

(i) 四 个 未 知 数 划分 为 自由 未 知 数 zs 与 非 自由 未 知 数 zj, za,z4i 

(ii) 从 本 例 开 始 ,我 们 将 处 理 方 程 组 无 解 或 有 无 限 多 解 的 问题 ,在 后 一 情形 
中 ,其 通 解 是 含有 任意 常数 并 能 表示 任何 一 个 解 的 解 . 








2 -1 =-1 
例 1 设 4=|1 1 一 2| 的 行 最 简 形 矩阵 为 下, 求 正 ,并 求 一 个 可 逆 矩 
4 -6 2 
阵 己 ,使 P4 = 下 . 
0 一 2 1 
例 2 设 4=| 3 0 -2|, 证 明 A4 可 闭 , 并 求 4 
[-2 3 0 





例 3 求解 矩阵 方程 4AX = 卫 , 其 中 
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这 业 二 3 下 
碟 主 1 之 一 室 | 归 定 芝 、 好 | 
= 冶 2 一 几 














析 这 三 例 都 是 矩阵 初等 行 变 换 的 应 用 ,它们 的 原理 是 相同 的 : 即 在 4 的 
右边 放置 一 个 与 4 行 数 相同 的 矩阵 也 而 成 为 (4 ,了 B). 对 (4, 吾 ) 作 若干 次 初等 
行 变 换 , 由 定理 1, 相当 于 用 可 逆 矩 阵 P 左 乘 它 . 设 

P(4,B)=(P4,PB)， 
若 PA = 巨 , 那 么 4 是 可 逆 矩 阵 , 且 已 =4- ! 从 而 PB=A4 1B, 它 可 用 来 求解 
和 矩阵 方程 AX=B(A4 为 可 首 矩阵 ,如 例 3) .特别 地 , 取 吾 = 瓦 , 则 上 式 成 为 
P(4, 刁 )=(P4,P)， (3.1) 
这 说 明 若 4 经 若干 次 初等 行 变 换 成 为 P4 ,那么 所 用 的 可 逆 和 矩阵 已 就 是 (3.1) 
式 右 端 逗 号 右边 的 那个 矩阵 ,如 例 1; 若 P4 = 巨 , 则 4 为 可 逆 和 矩阵, 并且 已 = 
4 , 它 可 用 来 求 逆 和 矩阵 ,如 例 2. 

例 5 求 矩 阵 4:.3 和 B4xs 的 秩 . 

析 求 矩 阵 的 秩 就 是 计算 它 的 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 . 若 用 定义 , 则 往往 要 
计算 许多 行列 式 ,使 计算 量 很 大 .如 对 于 下 至 少 要 计算 $ 个 四 阶 行列 式 和 ! 个 
三 阶 行列 式 才能 求 得 R(B)=3. 因 此 除了 阶 数 较 低 (如 4 ) 和 个 别 特性 较 显 著 的 
矩阵 (如 习题 20) ,一 般 都 用 定理 2 来 求 秩 . 定 理 2 的 作用 是 把 矩阵 秩 的 计算 归 
结 为 它 的 行 阶梯 形 中 非 零 行 数 的 计数 ,这 当然 比 用 定义 计算 方便 许多 . 

例 13 设 有 线性 方程 组 


( 仁 十 二)1 炒 立 2 十 2Z3 三 (0， 
芒 1 生计 人 于 Z3 三 3， 
全 Zz2+(L1+AX)z3= 和 ， 


问 4 取 何 值 时 ,此 方程 组 (1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 解 ? 并 在 有 无 限 
多 解 时 求 其 通 解 . 

析 求解 带 参 数 的 方程 组 ,包括 何 时 无 解 .有 惟一 解 ` 有 无 限 多 解 ,是 定理 3 
的 综合 应 用 ,要 理解 其 解法 的 理论 依据 ,并 掌握 它 的 解法 . 带 参 数 4 的 非 齐 次 方 
程 4x= ,一 般 有 如 本 例 所 给 出 的 两 种 求解 方法 ,其 一 是 当 4 为 方 阵 时 ,根据 其 
系数 行列 式 14 | 入 0, 求 得 使 方程 有 惟一 解 的 值 ,然后 将 其 他 的 4 值 代 入 方 
程 ,进行 讨论 ,求解 .这 种 方法 的 优点 是 避免 了 对 带 参 数 的 矩阵 作 初 等 行 变换 , 缺 
点 是 仅 适 用 于 4 为 方 阵 的 情形 ;方法 之 二 是 对 移 阵 (4 ,5) 作 初等 行 变 换 ,此 方 
法 虽 更 具 一 般 性 ,但 由 于 涉及 含 4 的 多 项 式 的 运算 ,计算 中 容易 出 错 . 
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二 、 例 题 增 补 
例 3.1 下 列 四 个 3x4 和 矩阵 中 ,哪些 是 行 最 简 形 ? 
1 为 人 自 天 和 于 
(1) 41=|1 1 0 0|; (2) 42=|0 1 1 1|; 
QQ 阁下 0 0 0 0 
1 0 0 1 1] 1 0 1 
(3) 43=|0 1 0 1|; (4) 44=|0 0 1 1|. 
1 了 工 0 0 0 0 








0 

解 ”由 行 最 简 形 的 定义 知 ,44 是 行 最 简 形 ;4，: 不 是 行 最 简 形 ,因为 它 的 第 
2 行 的 首 非 零 元 所 在 列 不 是 单位 坐标 向 量 列 , 即 该 列 有 其 他 非 零 元 ;4A,， 和 43; 不 
是 行 最 简 形 ,因为 它们 首先 不 是 行 阶梯 形 . 

例 3.2 设 矩 阵 

4=|3 -6 4 2 

4 -8 17 11 
试 求 :(1) 4 的 行 最 简 形 ;(2) 4 的 标准 形 . 

解 (1) 对 矩阵 4 作 初 等 行 变 换 





6 





2 -4 5 3 2 -4 5 3 1 -2 -1 -1 
=|3 =6 4 2|25|1L1 =2 =1 =1| 生 |2 -4 3 3 
4 -8 17 11 4 -8 17 1 4 -8 17 1 
2 
2 一 全 7 1 -2 一 1 二 业 x 末 了 
一 -|0 0 7 全 让 5 
去 这 rm -21r: |0 0 ， 1 志 |” 
2 ss 入 
本 人 0 0 0 
此 即 为 4 的 行 最 简 形 . 
(2) 进一步 对 4 的 行 最 简 形 作 初 等 列 变换 : 


乙 ~|wm ~ 
吕 
忆 ~wm ~ 
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此 即 为 4 的 标准 形 . 
例 3.3 设 4 是 妆 X7 和 矩阵 ,z2 和 7 其 秩 RG(A)= 称 , 则 ( 站 
(a) 存在 2 阶 不 可 逆 和 矩阵 Q ,使 0Q4 =(E,,O) 
(b) 存在 2 阶 可 逆 和 矩阵 己 , 使 P4 =(,,O) 
(c) 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 只 有 零 解 
(d) 非 齐 次 线性 方程 组 Arx =2 一 定 有 无 限 多 解 
解 选 (d). 说 明 如 下 : 
(a) 不 正确 .因由 矩阵 秩 的 性 质 7， 
RCO)> 三 RCO4A)=R(E,O)= 力 ， 
与 Q 为 妈 阶 不 可 道 矩 阵 矛 盾 . 
(b) 不 正确 . 若 选项 (b) 成 立 , 则 
4=P CBE,O)=(P ,0O)， 
其 中 O 是 ax (2 一 和 2) 零 矩阵 .这 表明 4 的 后 一 闷 列 均 为 零 列 向 量 .但 对 于 


秩 为 六 的 六 X 交 矩阵 和 来 说 ,一 般 是 不 满足 这 一 点 的 ,例如 4A= | 0 1 
1 0 0 

种 不 正确 .反例 : 取 4= | | , 则 显然 = 1 | 是 它 的 非 零 解 . 
证 | 








(d) 正确 .证 明 如 下 :此 时 , 非 齐 次 方程 
4x 三 忆 
的 系数 矩阵 和 增 广 矩阵 的 秩 满足 
1 三 RR(A) 和 ROAD) 委 M， 
于 是 ,R(4)=R(4,b)= 罗 7 三 未 知 数 个 数 , 从 而 这 方程 必 有 无 限 多 解 . 
例 3.4 设 ) 元 线性 方程 组 
CiTET 二 Ci 志和 CT 二 个， 
CQ21Z1 十 Q22Z2 十 … 十 Ca2rzn 二 2 


CnlZ1 二 Cn2 民 2 下 本 Qirn 一 DO 


的 系数 矩阵 4 的 秩 与 六 +1 阶 和 矩阵 
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QI11 412 ain ol 
人 二 

CQzl Q12 上 Ci Oo 

站 0 


的 秩 相 等 ,证 明 此 线性 方程 组 必 有 解 . 
证 注意 到 系数 矩阵 4 是 关 x7 和 抢 阵 ,其 增 广 抢 阵 召 是 zx(2+1) 和 矩阵 ， 
矩阵 C 是 (zz+1)x(2+1l) 和 矩阵, 由 和 矩阵 的 秩 的 定义 ,有 
A 比 妃 少 一 列 字 R(4) 壹 R(B)， 
了 比 C 少 一 行 R(B) 往 R(CC)， 
于 是 R(4) 入 RB) 壕 RICC). 
由 题 设 R(4)=RCC), 所 以 R(4)= 尺 (B), 由 定理 $ 原 方程 组 有 解 . 
例 3.5 设 齐 次 线性 方程 组 
azl+ bra+…+br=0， 


pzi 十 az 十 … 十 Dr 三 0， 


61 坏 帮 了 卡 所 "十 0 = 有， 
其 中 a 天 0,0 和 天 0,2 三 2. 试 讨论 ,2 为 何 值 时 ,方程 组 仅 有 零 解 ,有 无 限 多 解 ? 
在 有 无 限 多 解 时 , 求 通 解 . 
解 ”方程 组 的 系数 矩阵 4 的 行列 式 ( 见 习题 一 题 8(2)) 


届 太 
0 站 D 

det 4= | . .|=[ae+(a=-1)0](a 一 0)21. 
人 


情形 1:a 和 天 0 上 且 ao 天 (1- 7)0 ,方程 组 仅 有 零 解 . 
情形 2:a =, 对 系数 矩阵 4 进行 初等 行 变 换 ,并 注意 到 “天 0， 


人 C ae 忆 1 1 ee 人 
包 双 Ai 包 0 0 5 0 
4= : 区 拓 : : 辣 -| 
页 让 0 0 一 人 
即 得 原 方程 组 的 同 解 方程 组 


2 机 本 5 
取 zz,…,zw 为 自由 未 知 数 , 即 得 通 解 
X=Ali6I 十 氏 262 十 1 才 二 人 707R 下 和 及 ? 
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其 中 
一 村 一 二 宇 册 
1 0 0 
禹 三 0 | ,52= | 二 ”5 二 0 | . 
0 0 1 
情形 3:a =(1- 7 )6 ,对 系数 矩阵 A 进行 初等 行 变换 并 注意 到 0 天 0， 
(1--7)0 B oo 0 1 一 7 1 
0 (1 一 7 )D … 0 各 行 1 1 一刀 
4 = 。 3 
， ， 除 以 忆 : 
0 0 (1 一 ?2)0 1 1 
二 济 由 “二 7 | 0 1 
0 站 0 -1 1 
人 = | 除 以 ,并 加 到 第 行 : : 
过 蓉 允 1 1 于 二 并 0 0 … 0 
到 1 一 光 刘 了 
和 2 一 Zn， 
于 是 ,得 到 同 解 方程 组 
mu-1 二 Zn， 


即 得 通 解 x= 上 ,ER ,其 中 上 =(1,1,…,1)7. 


习题 解答 


1. 用 初等 行 变 换 把 下 列 和 矩阵 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 : 


1 
2 


3 
1 
8 
〈《3) 


3 


《1) 





0 2 
人 二 
0 4 
一 
站 
一 温 
半 寺 


全 mn 


-1 
1 
3 
-4 
-4 
-2 
-2 





《2) 





0 2 
8 3 


4 
3 


2 
二 志 
二 


Nm 一 叫 己 


-3 
-4 
-7 

1 


0 
8 
这 
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人 
解 ()|203 1 一 -oo -1 3 
304 3jc3nl00 -2 6 
得 攻 天体， 你 下” 入 
1 -3|; 
ri+2r 0 0 0 0 
人 01 -1 2 
(2) 10 3 一 4 3| 一 一 |0 1 -1 2 0 2 -3 1 
1 0 0 -1 -3 
01 -1 22”x(-0(0 1 0 
0 
00 -1 -3j ooo0 
1 -13 -8 3 -LT 3 3 
| 
《3) 六 一 2r 
2 = 
外 过 准时 
-anfl -10 2 -3 
一 TIT =-2 2 
n+3anl0 00 0 0| 
0 00 0 0 
2 加 工 = = 了 和 
| 
3 -28 3 0 一 |3 -28 3 0 ”0 -88 9 12 
2 -了 让 
nx(-Df[10 2 0 -2 10 20 -2 
01-1-1-12+olo1l-10 3 
-tn|00 01 4 00 01 4 
nt7nl00 01 4 00 00 0 
1 
2. 设 4A=|2 3 4 5|, 求 一 个 可 道 和 矩阵 己 , 使 P4 为 行 最 简 形 . 
5 43 2 
上 
解 (4,E)=|23450 10 一 一 0 -=-! 2 3 -2 1 0 
54320010 -6 -PP -8 -501 
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让 位 
兰 一 六 六 0 1 2 3 2 
1 2 
所 二 多 人 0. 0 0 学 
-3 2 0 
故 P=| 2 -1 0|, 并 且 A 的 行 最 简 形 为 PA4 = 
7 -6 1 
-5 村. 工 
3. 设 4= 
2 -1l1 1 


(2) 求 一 个 可 逆 和 矩阵 C ,使 CQ4 - 为 行 最 简 形 . 


解 (0) (4A,E)=| 3 5 


一 一 0 4 1 由 
FT 


1 
于 是 P= | 


(2) (4TI, 羽 ) = 


一 每 2 了 -由 
机 二 并 1 
0 








2 0 
= 得 
= 多 二 
从 
0 1 
0 0 


和 一 321 
一 


洒 ， 运 训 
0 1 


13 一 六 1 








1 2 0 
3 3 0 
一 和 二 有 


于 是 @ = ,并 且 04 = 














一 -一 





rmX( 一 1) 


一 r2 








-5 311 sw 0 


帮 “ 运 - 


1 
0 
0 


己 亚 己 忆 与 一 





4. 试 利 用 矩阵 的 初等 变换 , 求 下 列 方 阵 的 逆 和 矩阵: 


K 
2 
一 忆 


2， 
和 江 六 
3 2 3 
记 所 给 的 


(1) 和 (2) 








所 一己 


解 和 矩阵 


(1) (4 ,五 )= 





LDO DC 








0 三 了 
天 
-3 -2| 
2 ] 
到 1 1 
-1 4 -1 
0 2 -1! 


定 一 ID 
se] 


-4 


为 47 的 行 最 简 形 


0 
1 
0 





2 0 
一 下, 直人 5 
二 本 者 
有 
0 1 之 凶 |: 
9G .0 0 0 





) ,GD 求 一 个 可 着 矩阵 P, 使 PA 为 行 最 简 形 ; 


3 


0 
0 
1 
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习题 解答 


CI OU 一 | 
| 
CN 一 王 
| 
CO 一 一 | 
| | 
己 二 辆 
乙 一 乙 
3261 一 天 一， 
人 
CI 人 入 
中 Ce 
| 
入 一 ev 
入 人 
呈 己 一 
CU 一 己 
] 
一 一 Te 
| | 
人 小 七 
| 
一 
cn 已 


rz2x( 一 工 ) 





巨 ,由 定理 1 的 推论 , 知 4 可逆, 且 


六 


因 A 


ca 


二 
3 


了 
6 


一 | 局 


一 |Q 


0 0 0 
0 


1 
0 
二 从” 疝 


0 


二 “二 1 
0 0 0 1 
-2 001 0 


1 


(2) (4 ,五 ) 


] 


二 汉 


0 0 0 1 


1 
三 寺 


0 0 0 


1 


3 2 


之 全 


2 


-3 -4 


0 


0 0 


| 


0 0 





7 一 人 2 


ri 十 2r2 0 


太 -3 一 4 


天 


广 一 2r3 0 0 


一 10 
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“ 
-sr 人 
0 6|” 
0 


4 一 下 ,由 定理 1 之 推论 , 知 4 可 逆 , 并 且 
1 1 -2 -4 
0 1 0 -il 
-1 =1 3 6| 
2 1 -6 -10 
5. 试 利用 和 矩阵 的 初等 行 变换 ,求解 习题 二 题 15 之 (2) . 
解 ” 对 此 方程 组 的 增 广 矩阵 作 初 等 行 变 换 得 


允 一 三 














1 下 本 人 
2 有 1 1 
有 =|L1L 2 4 3| 一 一 |0 1 3 1-3=-r: 
1395 lol153jnx 寺 oo 1 
100 2 
ri1+2r3 1 
0 
r2 一 3r3 
1 
0 0 1 


由 此 得 到 解 为 zx =2,z)= -证 ,za= 亏 . 




















4 1 -=-2 1 -3 
6. 1) 设 肥 =|2 2 1| ,了 B = 2|, 求 X 使 4X= 甩 
3 1 -=1! | 
0 2 1 
1 2 3 
(2) 设 4=| 2 -1 3|,B=( 1 求 克 使 XA= 下 
-3 3 一 4 
1 =-1 0 
(3) 设 4=| 0 1 一 1|,4X=2X+A4, 求 三 . 
-1 0 1 








解 (1) 与 教材 例 3 相仿 , 若 4 是 可 逆 和 矩阵 , 则 可 求 得 矩阵 方程 的 解 为 X 
=4 -8B, 而 判断 4 是否 可 逆 进 而 求解 这 两 件 事 可 通过 (4,B) 的 行 最 简 形 一 起 
解决 : 即 若 4 一 已 , 则 4 可 逆 , 并 且 初 等 行 变换 把 4 变 为 已 的 同时 ,把 刀 变 为 
A -1B. 
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(4 1 -2 1 -3 1 而、 二 T， 二 琶 ， 二 要 
(天 国人 刘 人 | 
3 3 了 二 1 
-ar[10 -1 -2 -2 10 -1 -2 -2 
一 -02 3 6 6 一 -|01 2 9 5 
三 -3 了 0 


人 10 2 
| 
=2m LO 0 1 Il12 4 


10 2 
于 是 4 可逆 , 且 X=|-15 -3|. 
12 4 


(2) 因 X4 =B 一 4IXI=B8I, 对 照 (1), 可 用 初等 行 变 换 先 求 得 夺 I ,再 转 置 
求 得 X .计算 如 下 : 


1 和 : 汪 
(4T,BT)=|2 -1 3 2 -3| 一 -|o -7 1 -4 -5 
上 
13 -431-10 -13 -8 
| 
和 和 
rmfl00 2 -4 
0 
这 下 在 4 
2 二 着， 二 
于 是 XTI=| -1 7| ,从 而 X= | . 
区 -4 7 4 


(3) 4AX=2X+A4= 一 (4-2E)X=A4. 欲 解 此 方程 ,需要 (i) 判 断 4A 一 2 已 为 
可 道 矩阵 ;(iD) 进 一 步 求 X=(4-2E)- 4. 这 两 件 事 可 由 (4 -2,4) 的 行 最 
简 形 一 揽 子 解决 . 

=-1 -01 -T 0nx8 0 io0 
信 -28Ai=| 人 <- 0 1 -ia 1 ia 
-L 0 -1 -1 0 JUxcbol -1 -2 11 
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本 
一 一 0 1 1 站 一 1i 1 
上 


| 
0 有 
人 
人 


上 述 结果 表明 4 -2 瓦 二 玉 , 故 4 一 2 已 可逆, 且 








0 1 -1 
X=(4-25)-14=|=-1 0 1 | . 
1 一 1 0 





7. 在 秩 是 > 的 矩阵 中 ,有 没有 等 于 0 的 >-1 阶 子 式 ?” 有 没有 等 于 0 的 
阶 子 式 ? 

解 在 秩 是 的 矩阵 中 等 于 0 的 一 1 阶 子 式 可 能 有 ,也 可 能 没有 ;等 于 0 
的 ”- 阶 子 式 可 能 有 ,也 可 能 没有 .例如 : 


相 算 阵 | 1 ] 的 秩 为 ,有 等 于 0 的 1 阶 子 式 (简称 1 阶 夫子 式 ,下 同 ), 介 
没有 2 阶 零 子 式 ， 


(iD 短 孟 3 4] 的 秩 为 ,没有 1 阶 零 子 式 ,也 没有 2 阶 零 子 式 ; 
1 0 0 


0 1 1 


(iv) 矩阵 | ， 的 秩 为 2, 没有 1 阶 夫子 式 ,但 有 2 阶 零 子 式 ， 


8. 从 和 矩阵 4 中 划 去 一 行 得 到 矩阵 B, 问 4, 如 的 秩 的 关系 怎样 ? 
解 ”由 矩阵 秩 的 性 质 @ ,有 
R(4)-1<RIB)<R(4). 
9. 求 作 一 个 秩 是 4 的 方 阵 , 它 的 两 个 行 向 量 是 
(10i1505005(15 一 150,050): 
1 和 人 


解 因 ) _ ，) 0 0 的 秩 为 2, 故 满足 要 求 的 方 阵 可 以 取 为 


Gii 抵 阵 | 的 秩 为 >, 有 1 阶 夫子 式 ,也 有 2 阶 堆 子 式 ; 


1 0 人力 
1] -100 0 
0 0 0 1 0 
0 人 站 0 1 
0 0 0 0 0 


注 (1) 显然 所 求 矩 阵 应 是 5 阶 方 阵 ; 
(2) 有 无 限 多 个 5 阶 方 阵 满足 要 求 ,我 们 给 出 的 是 最 简单 .最 朴素 的 方法 : 


习题 解答 71 


在 秩 为 2 的 行 向 量 组 下 面 ,再 适当 地 铺 上 两 个 台阶 ,以 构成 含 四 个 有 效 台 阶 的 行 
人 向量 组 . 
10. 求 下 列 矩 阵 的 秩 : 





3 1 0 2 3 2 -1 -3 -1 
(1) |1 =1 2 = 一 13 0 的) 12 一 1 3 1 一 3|; 
1 3 一 4 4 7 0 5 -1 -8 
2 1 8 3 7 
2 =3 0 了 7 5 
(3) 
3 -258 0 
1 032 0 
3 1 0 2 1 -=1! 2 -一 
解 (1) |1 -=-1 2 二 | 1 0 
1 3 -4 4 1 3 一 4 
元 5 任 二 3 2 一 1 1 =1 2 一 1 
-一 一 0 4 -6 本 | 宇 到 4 -6 5|， 
二 4 -6 5 0 0 0 0 


故 它 的 秩 为 2; 


站 
( 葵 量 1 
3 
9 = 中 
人 | 作证 人 ， 
0 0 0 0 -1 
于 是 它 的 秩 为 3; 
人 1 032 0 
2 =307 -5 人 2 -307 -5 
(3) ren 
3 -258 0 一 -3 -258 0 
1 032 0 2 183 7 
和 
2 
-3nl0 -2 -4 2 0000 0 14 
5 
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103 2 0 
| 的 二 全 二 寺 学 
r-ltnl0 00 01 
000 .00 

于 是 它 的 秩 为 3. 


11. 设 4,B 都 是 交 xa2 和 矩阵 ,证 明 A 一 了 的 充 要 条 件 是 R(4A)=R(B). 
证 ”必要 性 即 定理 2, 故 只 需 证 明 充 分 性 . 设 RG4A)=R(B)=>, 那 么 矩阵 
4, 刀 有 相同 的 标准 形 
到 ， O 
0 
O O 711 尖 了 


于 是 4 一 下 , 召 一 下 ,从 而 由 等 价 关 系 的 对 称 性 和 传递 性 , 知 4 一 下 





1 -2 3 
12. 设 4=|-1 2& -3|, 问 为 何 值 , 可 使 
& 一 2 3 





(1) R(4)=1; (2) R(4)=2; (3) R(4)=3， 
解 一 因 4 为 3 阶 方 阵 , 故 R(4A)=3 全 |4| 尖 0. 因 
141=-=-6(& 一 1)2(R+2)， 
所 以 当 & 尖 1 且 & 夫 -2 时 ,R(4)=3. 
当 &= -2 时 ,R(4) 过 2, 又 4 的 左上 角 二 阶 子 式 不 为 零 , 故 R(4A)2, 于 
是 R(4)=2; 























1 -2 3 1 =-2 
当 &=1 时 ,4A=|-1 2 -3| |0 
1 -2 3 0 
知 尽 (4)=1. 
解 二 对 4 作 初 等 行 变 换 . 
| -2 3 
4=|-1 2&4 -3| 一 一 |0 2(4-1) 3(=-1) 
1 
1 -2 3 
下 | 四 2 及 研 世 3(& 一 1) 
0 0 -3(&=-1)(R+2) 








于 是 ,(1) 当 &=1 时 ,R(4)=1;(2) 当 &A= -2 时 ,R(4A)=2;(3) 当 & 尖 1 且 
& 尖 一 2 时 ,R(4A)=3. 
13. 求解 下 列 齐 次 线性 方程 组 : 
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并 1 十 2 十 273 一 并 三 0， 并 1 光 天 元 十- 到 3 一 Z4= 三 0， 
(1) 42z， + +xZza 一 4=0， (2)43zi +6zz 一 2 一 3za 三 0， 
2z1+2zr +2Zz3+27z4 三 0; Szl+10z2z+z3a 一 Sz4=0; 
交 填 考 -Z3 一 7z4=0， 3z1 十 47， 一 汉 光 有 +77z4=0， 
3zi 十 2 才 22Z5 一 7 三 0 2zi 一 32i 十 3 一 2 二 0 
(3) 1 (4) 
471 +xz2 一 3z3s+6z4=0， 4zl1+1lzrz 一 13z3+16z4=0， 
一 又 市 3 一 272 三 必 ; 7.51 一 225 二 床 才 3 二 0。 
解 ”对 系数 矩阵 4 作 初 等 行 变 换 ,化 为 行 最 简 形 . 
L 汪 = 时 人 -sxCb|。 。 
村 
于 =*C-a 0 1 -了 
着 10 0 -和 
豆 中 
卫 有 人 
ES 4 zz 
0 和 工 一 可 0 01 -4 
3 
于 是 R(4)=3, 故 方程 组 有 4-R(4)=1 个 自由 未 知 数 ;并 且 同 解 方程 组 为 
4 
立 1 -了 本 z4=0， 


工 2 +374= 三 0， 


Z3 一 3 卫 Zz4=0， 


取 zs 为 自由 未 知 数 ,得 


站 
这 1 3 
有 -3 
|=- (cER )， 
民 3 4 
3 
习 4 
1 
人 人 
(2) 4=|3 6 -1 -3 一 -|00 -4 0， -|001 0|， 
六 一 Sr 出 
5 10 1 -500 -4 0-rno00 0 


取 z> 和 z4 为 自由 未 知 数 ,得 同 解 方程 组 
人 一 区 全 > 十 环 4 


Z3 三 0， 
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亚 i 人 1 
2 工 2 1 0 二 
得 5 = 各 和 0 十 C2 0 (ciyczER ). 
4 0 人 
2 和 一 一 人 人 一 却 汪 ”一 入 
对 1 2 了 作 罗 攻 本 0 7 一 格 8 
(3) 4 = 7 一 3 
4 和 
1 三 2 3 一 3J7=200N0 和 二 击 3 
1 二 巡 有 二 | 信 7 79 一 3 13 
snal0 7 -13 8 lol -5 9 
nl0 2 -10 18|.r|o 0 22 -55 
0 0 2 一 S$) 王 -7r\0 0 2 一 注 
1L00 亢 
2 二 22 
二 ss 7 
让 十 Sr3 0 1 0 7 
六 十 Sr3 5 
rs 一 2r3 0 0 1 ”可 
0 0 0 0 
取 z4 为 自由 未 知 数 ,得 
本 
二 并 1 “ 
3 5 2 过 Se 
Z2 二 了 了 TZ4， 即 有 通 解 三 C 2 (c 人 ER ) 
民 3 
了 
Z3 二 订 工 4， 工 4 2 
1 
3 全 一 访 7 1 吕 一 名 9 
全 一 过 术 一 人 | 立 一 己 了 一 一 2 
(4) 4A = 有 
4 11 一 13 16 | 一 一 14 11 一 13 16 
区 二 人 1 3 于 “过 僻 1 3 
人 
2 1 太一 六 19 20 


0 
5 本 17 17 
9 = 一 7 的 三 基 


和 


8 帮 一 了 7 
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1 0 -车 二 
|， 
00 0 00 
00 0 00 
取 zs 和 zs 为 自由 未 知 数 ,得 同 解 方程 组 
坦 | 
17z3 17 
ES 
7 条 
3 _13 
1 17 17 
即 得 通 解 辣 |=a| 莒 | + -多 | (eveeRy)， 
中 | | 
0 1 
14. 求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 : 
站 全 三 冯 三 交 和 坟 克 王 人 5 
人 
3z+8y 一 2z=13， 
0 本 47 一 y+9z= 一 6; 
27z +y 一 z+ 也 =1， 27z +y -zz + 了 岂 =1， 
(3) 44z+2y--2z+ 也 =2， (4) 43z 一 2y +z 一 3w=4， 
27 二 yy 一 2 二 一 了 =]1; Z+4y--3z+5Szw= 一 2， 
解 本题 中 分 别 以 4 和 了 表示 方程 组 的 系数 和 矩阵 和 增 广 矩 阵 . 
汪 区 二 年 浊 1 3 二 汪 二 
()B=|3 -1 2 10l”"?|3 -1 2 10 
l1 3 0 8 ll1 3 0 8 
和 3. = 和 一 8 1 5， 三 二， 二 遂 
一 一 0 -10 1 34|” “0 -10 1 34|， 
0 2 歼 交 0 0 0 -6 


因 R4)=2,R(B)=3,R(4A) 天 R(B), 知 方程 组 无 解 ; 
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人 1 二 和 
| 
(2) 了 3= 本 
/和 二 | 
4 -1 9 -6 4 -1 9 -6 
5 


0 7 -7 14 0 0 0 0 
10 2 -1 

nt Ts 2 

一 一 0 0 0 


0 0 0 0 
因 R(4)= 有 R(B)=2<3, 故 方程 组 有 无 限 多 解 ,并 且 有 3-R(L4)=1 个 自由 未 
知 数 . 选 为 自由 未 知 数 ,得 到 同 解 方程 组 : 


瑞 十 2 二 一 二 5 尼 三 一 25 一 二 
yy 一 = 三 2， yy 三 z 十 2， 
苑 尖 = 并 
即 得 y|=c|l 1|+ 2| (cER ); 
之 上 0 
和 二 去 业 光志 2 位 寺 一 1 1 
(3) B=|4 2 -2 1 2 | 一 一 0 0 0 -1 0 
21 -1 -L1)”” 00 0 -2 0 
网 
0 1 1 上 xc 0 0 0 1 0| 
0 0 0 0 0 


二 
2 2 2 
即 得 邮 =cl 1 十 c2 0 十 0 (clyczEGR ); 
0 1 0 
0 0 0 
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2 上 ”二 闻 1 1 1 4 一 3 号 “到 
(4) 了 83=|13 一 2 1 一 3 4 全 |3 = 过 一己 
1 帮 一 过 写生 二 交 ”一 玫 1 
ns 
人 人 5 :” 洛 
0 一 性 如 一 从 二 10 二 二 二 “一 
nl0 -7 5 -9 可 -=(- 邯 
和 00 0 0 0 
1 1 6 
人 
的 汪 5 9 5 
人 
0 0 0 0 0 
选 x,w 为 自由 未 知 数 , 得 同 解 方程 组 
z= 二 =+ 才 w+ 号， 
- 9 时 
人 
惠 荆 0 
十 区 7 及 
$ 9 $ 
即 得 二 人 全 二 + C2 本 和 一 厅 (clyczER ). 
交 
呈 1 0 0 
.0 1 0 
15. 写 出 一 个 以 
之 一 学 
二 人 泡 4 
YX 三 cl 半 十 克 0 【3.2) 
0 1 
为 通 解 的 齐 次 线性 方程 组 . 
解 ”把 (3.2) 式 改写 为 
工 1 2C1 一 2c2 2 区 3 一 志 Z4 
Z2| -3cli+4cz| 以 cj=z、| 一 3zr3+4z4 
了 工 3 C1 cz 一 zx4 代 人 3 
立 4 C2 并 4 


由 此 知 所 求 方程 组 有 2 个 自由 未 知 数 za,z4, 且 对 应 的 方程 组 为 
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Z1 三 223 一 274， 吕 1E2 二 二 2F05 
| 一 37z3 十 474， Cs 
它 以 (3.2) 式 为 通 解 . 
注 (1) 有 无 限 多 个 齐 次 方程 组 以 (3.2) 式 为 通 解 表示 式 , 这 里 给 出 比较 简 
单 的 一 个 , 即 系数 矩阵 为 行 最 简 形 . 
(2) 本 题 与 习题 四 题 23 相仿 ,是 同一 问题 的 两 种 提 法 . 
16. 设 有 线性 方程 组 





L 壕 到 一 了 ! 1 
0 下 = 多 和 汪 下 让 三 1315 
0 0 2 人 +1T 5 

















民 3 
问 》 为何 值 时 (1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 解 ?并 在 有 无 限 多 解 时 求 
其 通 解 . 


解 “ 记 此 方程 组 为 hx = ,那么 当 ) 尖 2, 且 1 关 - 记 时 R(A)=R(CA,D) 


=3, 有 惟一 解 ; 当 )= -六 时 ,R(4)=2, 而 及 (4,b)=3, 故 方程 组 无 解 ; 当 》= 
2 时 ， 














下 一 人 丰 二 0 3 
(4,p)=|0 0 S 3 0 人工 了 了 |， 
0 0 六 0 0 0 0 
R(4)=R(4,D)=2<3, 故 方程 组 有 无 限 多 解 , 且 同 解 方程 组 为 
工 1 光量 3 
示 [i 王 一 证 坟 ， 
| 得 通 解 Z2 | 三 c 1|+|0| (cER) 
Z3 三 1， 
并 3 0 工 




















17. 》 取 何 值 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
AZl 十 十 Z3 三 1， 
Zl1 十 Ar 十 T3 一 人， 
去 1 + 十 MAz3 一 和 2 
(41) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 解 ? 并 在 有 无 限 多 解 时 求 其 通 解 . 

解 ”仿照 教材 例 13 ,本题 也 有 两 种 解法 , 且 以 行列 式 解法 较为 简单 , 故 这 里 
只 用 此 法 解 之 . 

系数 矩阵 4 的 行列 式 为 (可 参看 习题 一 题 8(2) ) 
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四 ， 1 1 1 
r 十 太 十 73 
|4I=|1 1 ) 1 
1 1 1 1 》 
的 1 
一 一 (+2)|0 -1 0 |=(0-D20A+2). 
6 而 ”= 








当 |4| 夭 0 时 , 即 当 和) 天 1, 夭 -2 时 ,R(4)=3, 方 程 组 有 惟一 解 ; 
当 》=1 时 , 增 广 矩 阵 成 为 






































1 和 汪汪 证 
B=Il11 1 1-|o00 0|， 
| 有 0 0 0 0 
可 见 ,R(4)=R(B)=1<3, 于 是 方程 组 有 无 限 多 解 . 因 同 解 方程 为 zl1= -za 
一 过 3 十 1， 
Z1 -1 -1 1 
故 通 解 为 zz|=cl| 1|l+c| 0|+|10| (cezER ). 
3 0 | 0 
当 1= -2 时 ， 


s25 涉 症 | 翅 1 二 和 
一 0 =-3 3 =6 0 -3 3 -6 
1 1 -2 4jnrzr0 3 -3 9 0 0 0 3 
可 见 RC4)=2,RB)=3,R(4) 天 R(B), 于 是 方程 组 无 解 . 

18. 非 齐 次 线性 方程 组 


| : 十 工 2 十 并 3 王 二 


1 下 ， 二 多 4 


7342 太 1 
-一 -一 


了 = 史册 型 
定 六 2 一 7 SR ? 




















ZI 一 2Zz2 二 工 3 三 人 ， 
Zr 二 2z2 一 2z3 王 和 
当 ，》 取 何 值 时 有 解 ? 并 求 出 它 的 通 解 . 
解 这 里 系数 矩阵 4 是 方 阵 , 但 4 中 不 含 参 数 , 故 以 对 增 广 矩 阵 作 初等 行 
变换 为 宜 ,求解 如 下 : 


= 忆 1 :关公 下 ”二 包 1 4A 














58=| 1 -2 1 ao|=-2 1 1 =2 
1 1 一 2 3 1 1 -2 2? 
人 和 ， 
72 六 Jr-2 下 2 
一 -0 = 有 3 =2h24| 一 一 0 =1t 却 他 一 六 
0 








0 0 看 二 三 芥 《 庆 十 立 ) 
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因 R(4)=2, 故 当 R(B)=2, 即 当 =1 或 = 一 2 时 ,方程 组 有 解 . 
当 和 =1 时 ， 
























































由 .二 冯 1 1 下 -和 二 
8 一 1 -IT 0 3201 -1 时. 
0 0 0 0 0 0 0 0 
ZI1 三 Z3 十 1， 
选 <; 为 自由 未 知 数 , 得 同 解 方程 组 | 
1 ] 1 
即 Z2|=cllli+10 (cER); 
3 1 0 
当 =-2 时 ， 
小 -一 淄 1 一 有 1 人， 一 下 学 
B~-|0 1 -1 20 1 -1 2|， 
0 0 0 0 0 0 0 0 
zi 三 记 9 圭 2， 
选 z3 为 自由 未 知 数 ,得 | 
Z2 三 并 3 十 2 
1 1 之 
即 |- |， 2| 《ecE 有 R)， 
3 1 0 
19. 设 
《2 一 X) za 十 到 元 2 --2z3= 三 1， 
| 2 二 (45 一) 一 4z3 三 2， 
一 2 一 未 部 关 十 《和 一 页 J2 三 一 人 二 5 


问 》 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 惟一 解 、. 无 解 或 有 无 限 多 解 ? 并 在 有 无 限 多 解 时 求 
其 通 解 . 


解 ”由 于 系数 矩阵 是 方 阵 ,其 行列 式 
2 人 
2 5 
二 2 ， 王 本 和 二 
2= 和 2 0 


区 二 2 0 
2 人 过 吉 下 二 亏 
0 工 一 六 2 一 和 

和 一 站 2 一 4 
2 号 二 并 六 一 航 
0 1 0 


7 和 机 了 2 


14|= 











C3 十 c2 











C3 一 2c2 





(1 一 A) 











和 去 - 忆 贡 二 下 妆 人 - 
(= 其》 
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当 |14| 和 天 0, 即 夭 1 上 且 1 和 10 时 ,方程 组 有 惟一 解 ; 
当 4=10 时 , 增 广 和 矩阵 成 为 


























-人 
B=| 2 -5 -4 no -B -Ba 9 一 一 0 1 1 二 |， 
2 Re 

可 见 R(4)=2,R(B)=3,R(4) 过 R(B) ,方程 组 无 解 ; 
当 )=1 时 , 增 广 矩 阵 成 为 
国生 人 
B=| 2 4 -4 2 一 -0 0 0 0|， 
二 00 00 
知 RC4)=R(B)=1, 方 程 组 有 无 限 多 解 , 且 其 通 解 为 
2 21 11 
xY=cl| 1|+czl0l+|10| (cczER ). 
0 1 0 




















20. 证 明 R(4)=1 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 零 列 向 量 we 和 非 零 行 向 量 
1 使 A= ap 

证 ” 先 证 充分 性 . 设 a=(ai,az，…an)I,b=(51，02，…，b), 并 不 妨 设 
alp1 天 0. 

按 矩 阵 秩 的 性 质 @ 四 ,由 4=aI 有 R(4) 委 Ra)=1; 另 一 方面 ,4 的 
(1,1) 元 al 天 0, 知 R(4A)>1. 于 是 R(4A)=1. 

再 证 必要 性 . 设 4=(ai)wxn,R(4)=1, 并 不 妨 设 av 天 0. 

因 R(4)=1, 知 4 的 所 有 二 阶 子 式 均 为 零 , 故 对 4 的 任 一 元 ai (ii 天 R，y 
天 /) 有 








Ci Qi 
=0, 即 QALC 玉 二 QilQ 感 ， 
QQ 人 
上 式 当 ;ii=& 或 7)=! 时 也 显然 成 立 . 于 是 
Q17 
Q27 


(akly ai，…，atn) 二 (aaa)mxn=(akuai)mxn=QuA. 
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a= 一 | |,57T=(auyat am), 则 因 awv 天 0, 故 ay,bI 分别 是 非 零 


ak 
Cn 

列 向 量 和 非 零 行 向 量 , 且 有 4 = ab 1. 

21. 设 4 为 列 满 秩 和 矩阵 ,4 下 = C ,证 明 方 程 Br=0 与 Crx=0 同 解 . 

证 若 xx 满足 Bx=0, 则 4Bxr=0, 即 Cx=0; 

若 x 满 足 Cx=0, 即 4ABx=0, 因 A 为 列 满 秩 和 矩阵 ,由 定理 4 知 方程 hy=0 
只 有 零 解 , 故 Bx =0. 

综 上 即 知 方程 Bx =0 与 Cx =0 同 解 . 

22. 设 4 为 罗 xX7 和 矩阵 ,证 明 方 程 4AX= 已 。 有 解 的 充分 必要 条 件 是 尺 (4 ) 

证 按 定 理 6 知 ,方程 4AX= 开 。 有 解 二 RGA)=RGA,E) ,而 (4A, 瑟 ，) 含 
M 行 ,有 民 (4, 巨 ,) 委 和 ;又 R(4A ,已 ，) 过 尽 ( 正 。) 三 2, 因 此 尺 (4, 尼 ,) 三 冯 . 所 
以 方程 AX = 下 上， 有 解 后 RCA)= 7 








习题 3( 附 答案 和 提示 ) 

3.1 选择 题 

1 a az 
(1) 和 矩阵 |1 6 好 | 的 秩 为 3, 则 ( )3 

让 才 
(a) a,p,c 都 不 等 于 1 (b) a ,bc 都 不 等 于 0 
(c) a,b,c 互 不 相等 (d) a =2=c 
(2) 设 4 为 3 阶 方 阵 ,RG4A)=1, 则 ( 
(a) RC(4A ” )=3 (b) RC4 ”)=2 
(c) R(4 )=1 (d) R(4 ”)=0 
(3) 设 4, 有 分 别 为 思 xxX 关 和 矩阵 , 则 齐 次 方程 4Bx =0( ); 
(a) 当 却 > 加 时 仅 有 零 解 (b) 当 妆 > 允 时 必 有 非 零 解 
(ce) 当 癌 > 二 时 仅 有 零 解 (d) 当 ?> 关 时 必 有 非 零 解 


(4) 设 齐 次 方程 Ax =0 的 通 解 为 
0 
is 
| 


YX 三 cl 








1 
0|+ec> 
2 
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则 系数 矩阵 4 为 ( ) ; 


和) 个 二 并 
(本 【《 一 Zi1l) (b) 
0 1 1 
0 上 一 再 
一 下 和 2 
(c) | 二， 天赋 有 
内 间 二 1 
0 1 





(5) 设 2x3 和 矩阵 4 的 秩 R(4)=2, 则 下 列 命题 中 错误 的 为 ( 六 
(a) 齐 次 方程 4Tx=0 只 有 零 解 

(b) 齐 次 方程 AI4x=0 必 有 非 零 解 

(c) 对 任意 的 2 维 向 量 1 ,方程 Ax=z 必 有 无 限 多 解 

(d) 对 任意 的 3 维 向 量 ,方程 4Ix=zb 必 有 惟一 解 








1 2 -1 3 
3.2 设 和 矩阵 4=|4 8 -4 12|, 问 有 & 取 何 值 时 ,(1) R(4A)=1;(2) R(4A)=2; 
3 6 -3 
(3) R(4)=3? 
1 人 交 “和 
3.3 设 矩 阵 4= |2 2 1 ,8=( 3 2 _ ,未 矩阵 X, 使 XA = 下 
3 1 -1 








3.4 证 明 线性 方程 组 


有 解 的 充 要 条 件 是 b+b+pb3+b4=0. 


3.5 线性 方程 组 
1 +Z2+(2 一 1)z3=1， 
(2=XA)ziT+(2=X)zz 下 三 5 
《3 三 2 鹤 ) 庆 [和 尘 人 和 二 信 六 和 二 并 3 三 人， 


问 取 何 值 时 ,(1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 解 ? 并 在 有 无 限 多 解 时 求 出 通 解 . 
3.6 设 ，” 阶 方 阵 4 满足 42-24-3E=O, 证 明 R(A+ 巨 )+R(A 一 3 已) 三 克 ， 


答案 和 提示 


3.1 (1) (ec) ,提示 :所 给 矩阵 的 行列 式 为 范 德 蒙 德行 列 式 ; 
(2) (d) ,提示 :R(4)=1=>A4 中 无 2 阶 非 零 子 式 一 4” 为 零 矩阵 ; 
(3) (b) ,提示 :R(4B) 和 及 R(4) 委 2<z=4B 的 列 数 ; 
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《4) (a) ,提示 :方程 有 两 个 自由 未 知 数 , 故 R(4)=1; 
(5) 选 (d).(a) 正确 :R(4I)= .45 的 列 数 ;(b) 正确 :R(4T4)iv 入 R(4)=2;(c) 正 








1 0 0 
确 2= R(A)<R(A.D)ars2=R(A)= R(A,b)=2;(d) 错误 : 取 4= | 。 中 
0 
0|, 则 4Ix= 无 解 . 
1 
3.2 (1)&=9;(2) & 天 9;(3) 不 可 能 . 
加 5 15 一 12 
3.3 X= 一 | 
14\ -23 43 -12 
1 一 1 和 .8 全 
有 本 0 一 1 0 202 
3.4 提示 : 增 广 和 矩阵 下 经 初等 行 变 换 为 0 和 5 , 故 方 
0 0 0 0 OU+pD2+Tb3+Ds 


程 组 有 解 兮 R(B)=3 人 四 +b+b3+b=0. 
3.5 (1) 当 ) 夭 1, 和 天 3 时 ,有 惟一 解 ; 
(2) 当 =3 时 ,无 解 ; 

-1 -1 
| 1 0 
1 0 0 

3.6 (4+ 下 )(4-3)=O 一 R4+ 下 )+R4A-35) 和 zi; 又 ,RAT+ 巨 )+R(4A- 


3 五 )=R(A+ 瑟 )+ 有 (3 五 -4) 之 R(4 五 ) = 并. 


1 
十 


(3) 当 A=1 时 ,有 无 限 多 解 ,其 通 解 为 x=ci 


(ciyczER 及 有 

















第 4 章 
向 量 组 的 线性 相关 性 


基本 要 求 


1. 理解 ， 维 向 量 的 概念 ,理解 向 量 组 的 概念 及 向 量 组 与 矩阵 的 对 应 ， 

2. 理解 向 量 组 的 线性 组 合 的 概念 ,理解 一 个 向 量 能 由 一 个 向 量 组 线性 表示 
的 概念 并 熟悉 这 一 概念 与 线性 方程 组 的 联系 . 

3. 理解 向 量 组 妃 能 由 向 量 组 A 线性 表示 的 概念 及 其 抢 阵 表示 式 ,知道 这 
一 概念 与 符 阵 方程 的 联系 .知道 两 向 量 组 等 价 的 概念 . 

4. 理解 向 量 组 线性 相关 .线性 无 关 的 概念 ,并 熟悉 这 一 概念 与 齐 次 线性 方 
程 组 的 联系 ， 

5,. 理解 向 量 组 的 最 大 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 的 概念 ,知道 向 量 组 的 秩 与 矩阵 
的 秩 的 关系 .会 用 怎 阵 的 初等 变换 求 向 量 组 的 秩 和 最 大 无 关 组 . 

6. 了 解 向 量 组 线性 相关 性 理论 的 主要 结论 , 即 教材 中 定理 1- 定理 3. 

7. 理解 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 概念 及 系数 矩阵 的 秩 与 全 体 解 向 量 
的 秩 之 间 的 关系 ,熟悉 基础 解 系 的 求法 .理解 非 齐 次 线性 方程 组 通 解 的 构造 . 

8. 知道 向 量 空间 向量 空间 的 基 和 维 、 向 量 组 生成 的 空间 、 齐 次 线性 方程 组 
的 解 空间 等 概念 .会 求 向 量 在 一 个 基 中 的 坐标 . 


内 容 提 要 


1. 线性 组 合 与 线性 表示 
(1) 向 量 必 能 由 疝 量 组 A:al,as,…,aw 线性 表示 
全 方程 组 zial + zaz 十 …+zuav =( 或 记 作 4Ax=) 有 解 
全 Rala,…,aw )=RCar…an,b) (定理 1, 上 章 定理 5). 
(2) 向 量 组 已 :j ,b2,…,D 能 由 向 量 组 A:ai,a,…,a， 线性 表示 
兮 矩阵 方程 (al ,aa,…,aw)X=(b 5，, 久 ) (或 记 作 4X= 吾 ) 有 解 
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兮 存 在 矩阵 天。xv, 使 召 = A 开 
兮 RI4)=R(4A,B) (定理 2, 上 章 定理 6) 
一 R(B) 壕 R(4A) (定理 3, 上 章 定理 7). 
(3) 向 量 组 A 与 向 量 组 下 等 价 (能 相互 线性 表示 ) 
全 RO4A)=R(B)=R4, 了 3). 
2. 线性 相关 与 线性 无 关 
向 量 组 A :al,a,…,a， 线性 相关 
兮 齐 次 线性 方程 zlal + zzaz+…+zav=0( 或 记 作 Arx=0) 有 非 零 解 
今 Rataz, ,amw)<72 (定理 4, 上 章 定理 4). 
3. 线性 相关 与 线性 表示 的 关系 
(i) 向 量 组 ai,…，,aw ( 思 过 2) 线性 相关 的 充 要 条 件 是 存在 某 个 向 量 。 能 
由 其 余 思 -1 工 个 向 量 线性 表示 . 
(ii) 设 向 量 组 A:ai,az,…,anw 线性 无 关 , 而 向 量 组 al,…,aw,8 线性 相 
关 , 则 向 量 必 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 表 示 式 是 惟一 的 . 
4. 向 量 组 线性 相关 性 的 其 他 结论 
(i) 线性 无 关 向 量 组 的 任 一 部 分 组 也 线性 无 关 ( 整 体 无 关 则 部 分 无 关 ); 有 
部 分 组 线性 相关 的 向 量 组 其 本 身 也 线性 相关 (部 分 相关 则 整体 相关 ) . 
(ii) 向 量 个 数 比 向 量 维 数 大 的 向 量 组 线性 相关 
5. 向 量 组 的 最 大 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 
(1) 定义 与 等 价 定义 
如 果 在 向 量 组 A 中 能 选 出 ~ 个 向 量 ai ,az ,…,a, ,满足 
(i) 向 量 组 Au:ai,az,…，,a; 线性 无 关 ; 
(ii) A 中 任意 ”>+1 个 向 量 都 线性 相关 ， 
那么 称 Ao 是 A 的 一 个 最 大 无 关 组 ;最 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 ~ 称 为 向 量 组 
A 的 秩 , 记 作 RA. 只 含 零 向 量 的 向 量 组 没有 最 大 无 关 组 ,规定 它 的 秩 为 0. 
等 价 定义 :上 述 定义 中 的 条 件 (ii) 可 改 为 
(iii) A 中 任 一 向 量 都 能 由 Au 线性 表示 . 
(2) 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 A :ai,az,…,aw 构成 矩阵 4 = (ai,aa,…， 
an ) ,那么 矩阵 4 的 秩 等 于 向 量 组 A 的 秩 , 即 
RL4A)=RCaiy az an) 三 及 A. 
(3) 利用 最 大 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 , 可 以 把 定理 1.2.3 推广 到 含 无 限 个 向 
量 的 向 量 组 . 
6. 设 ”元 齐 次 线性 方程 组 4wxsz=0 的 解 集 S 的 最 大 无 关 组 称 为 此 方程 
组 的 基础 解 系 . 设 R(4)=r, 则 解 集 的 秩 Rs=? --, 即 基础 解 系 含 - 个 解 
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向 量 . 设 5 ,5 …, 上 ,为 它 的 一 个 基础 解 系 , 则 其 通 解 为 
二- 全 让 赴 贡 2 二 人 

齐 次 线性 方程 组 的 解 集 S 是 非 空 集合 ,并 且 对 向 量 的 线性 运算 封闭 ( 即 若 
el,eicES, 则 5+hecES, 其 中 ;为 数 ), 故 S 是 一 个 向 量 空间 , 称 为 齐 
次 线性 方程 组 的 解 空 间 . 

7. 设 非 齐 次 线性 方程 kx = 的 一 个 特 解 为 ,对 应 的 齐 次 线性 方程 
4xr=0 的 基础 解 系 为 5,… ,上 ，, 则 它 的 通 解 为 

全 人 省 交 让 于 2 全 司机 

8. 向 量 空间 

(1) 设 V 为 ” 维 向 量 的 集合 ,如 果 V 非 空 , 且 V 对 于 向 量 的 线性 运算 封 
闭 ,那么 V 就 称 为 向 量 空间 . 

向 量 空间 V 的 最 大 无 关 组 称 为 V 的 基 , 向 量 空间 V 的 秩 Rv 称 为 V 的 维 
数 . 若 Rv=r，, 则 称 V 为 > 维 向 量 空间 . 

设 ~- 维 向 量 空间 V 的 一 个 基 为 方 ,7 ,7, 则 任 一 向 量 wE 六, 总 有 惟一 的 
一 组 有 序数 Mi ,2,…,》， 使 

有 =Al7I+A272 二 十 Ar， 

数组 4: ,2 ,…,), 称 为 向 量 o 在 基 广 ,7,…, 户 中 的 坐标 . 

(2) 给 定 ? 维 向 量 组 A:ai,az,…,an，, 集 合 

Lali az an) 三 |x=AlIaI+… 和 + 有 RaGn | ER 

是 一 个 向 量 空间 , 称 为 由 向 量 组 A 所 生成 的 向 量 空间 . 

向 量 组 A 与 向 量 组 已 等 价 会 A 组 与 妃 组 所 生成 的 向 量 空间 相等 . 


学 习 要 点 


本 章 介绍 线性 代数 的 几何 理论 .把 线性 方程 组 的 结论 "翻译 "成 几何 语言 (或 
称 向 量 语言 ) 即 可 得 本 章 的 结论 .因此 掌握 几何 语言 , 即 掌握 本 章 中 的 概念 ( 定 
义 ) 是 学 好 本 章 的 关键 .方程 组 理论 是 在 矩阵 运算 和 和 矩 阵 的 秩 的 基础 上 建立 起 来 
的 ,几何 的 基本 元 素 是 向 量 ,而 向 量 组 可 等 同 于 和 矩阵 ,因此 ,和 抢 阵 是 连接 方程 组 理 
论 与 几何 理论 的 纽带 ,又 是 解决 问题 时 最 常用 的 方法 .学 习 本 章 要 特别 注意 方程 
语言 .矩阵 语言 .几何 语言 三 者 之 间 的 转换 .突出 的 典型 问题 是 对 关系 式 

(bb bi)=(alyaz yan) 玫 xi (有 =A4K) 

所 作 的 解释 : 


88 第 4 章 向 量 组 的 线性 相关 性 


和 矩阵 语言 : 刀 是 4 与 开 的 乘积 矩阵 ; 

方程 语言 :矩阵 方程 4AX = 吕 有 解 开 ; 

几何 语言 :向 量 组 妃 能 由 向 量 组 A 线性 表示 ,天 是 这 一 表示 的 系数 矩阵 . 

总 之 ,注重 掌握 概念 (定义 ) ,强调 矩阵 的 表示 形式 ,熟悉 三 种 语言 的 转换 , 便 
可 直接 得 出 本 章 定理 1 一 4, 而 定理 5 的 证 明 可 看 做 是 用 矩阵 方法 解 题 的 范例 . 

把 矩阵 的 秩 引 申 到 向 量 组 的 秩 , 给 秩 的 概念 赋予 几何 解释 .并 且 由 于 向 量 组 
可 以 含 无 限 多 个 向 量 ,从 而 使 秩 的 概念 深入 到 更 广阔 的 领域 . 

本 章 第 二 部 分 内 容 是 用 几何 语言 来 讨论 线性 方程 组 的 解 ,建立 起 线性 方程 
组 理论 中 另 一 个 重要 定理 :” 元 齐 次 线性 方程 组 4Ax=0 的 解 集 S 的 秩 Rs= 并 一 
R(4). 并 由 此 提出 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 概念 ,阐明 了 齐 次 和 非 齐 次 线 
性 方程 组 通 解 的 结构 .这 是 本 章 又 一 重点 ,学习 时 要 与 上 章 求解 线性 方程 组 的 方 
法 相 结合 . 对 于 用 矩阵 初等 行 变换 求解 线性 方程 组 的 方法 ,不 仅 要 熟练 掌握 ,而 
且 要 理解 其 原理 ,从 而 能 灵活 运用 . 

本 章 最 后 一 部 分 是 向 量 空间 有 关 知 识 的 介绍 .按照 “工科 类 高 等 数学 课程 教 
学 基本 要 求 ” ,学习 时 只 需 了 解 下 列 概念 :向 量 空间 、 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 、 
向 量 组 ai ,…,aw 所 生成 的 向 量 空间 工 (al,…,aw) 向 量 空间 的 基 和 维 数 . 对 于 
教学 要 求 较 高 的 读者 ,可 阅读 教材 第 6 章 8$1 和 8$2. 


释疑 解难 


问 4.1 线性 相关 与 线性 表示 这 两 个 概念 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 向 量 组 A:ai,az,…，,aw 线性 相关 的 方程 语言 是 齐 次 线性 方程 (ai， 
az,…，,qan)x=0 有 非 零 解 ,向 量 少 能 由 A 线性 表示 的 方程 语言 是 非 齐 次 线性 方 
程 (al,az,…,an)x= 有 解 . 齐 次 方程 kx=0 是 否 有 非 零 解 与 非 齐 次 方程 
4x=1 是 否 有 解 ,显然 是 两 个 不 同 的 问题 ,由 此 可 知 线性 相关 与 线性 表示 这 两 个 
概念 的 区 别 . 

另 一 方面 ,教材 指出 :向 量 组 A 线性 相关 的 充 要 条 件 是 A 中 至 少 有 一 个 向 
量 能 由 其 余 向 量 线性 表示 .这 个 充 要 条 件 就 把 线性 相关 与 线性 表示 这 两 个 概念 
联系 了 起 来 ,我 们 常 把 这 个 充 要 条 件 作 为 向 量 组 线性 相关 性 的 等 价 定义 . 向 量 组 
A 中 至 少 有 一 个 向 量 能 由 其 余 向 量 线性 表示 ,也 就 是 A 的 向 量 之 间 至 少 有 一 个 
线性 关系 式 ,这 就 是 向 量 组 A 线性 相关 的 涵义 . 

按 此 等 价 定义 ,向 量 组 A 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 A 中 任意 一 个 向 量 均 不 能 
由 其 余 向 量 线性 表示 .形象 地 说 , 即 " 谁 也 表示 不 了 谁 ” ,这 种 "独立 "性 正 是 向 量 
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组 A 线性 无 关 (linearly independent, 也 有 人 称 之 为 线性 独立 ) 所 包含 的 意义 . 

问 4.2 两 个 矩阵 的 等 价 与 两 个 向 量 组 的 等 价 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 和 拖 阵 4 与 召 等 价 指 的 是 4 可 以 通过 有 限 次 初等 变换 变 成 如 ,因此 ,两 
个 不 同型 的 抢 阵 是 不 可 能 等 价 的 ;两 向 量 组 的 等 价 指 的 是 它们 能 够 相互 线性 表 
示 ,于 是 ,它们 各 自 所 含 向 量 的 个 数 可 能 是 不 一 样 的 .例如 二 维 向 量 组 A: wu = 


| = 维 向 量 组 B: |8= | ) }|&ER| 是 等 价 的 .但 前 者 只 合 一 个 向 量 ;而 后 


者 含有 无 限 多 个 向 量 . 

两 矩阵 的 等 价 与 两 向 量 组 的 等 价 两 者 的 联系 在 于 : 

(1) 若 矩 阵 4 经 初等 行 变 换 变 成 及, 即 4 与 妃 行 等 价 , 则 4 与 马 的 行 向 量 
组 等 价 ; 若 4 经 初等 列 变换 变 成 C, 即 4 与 C 列 等 价 , 则 4 与 C 的 列 向 量 组 等 
价 ; 若 4 既 经 初等 行 变换 又 经 初等 列 变换 变 成 了 D ,那么 矩阵 4 与 D 等 价 ,但 4 
与 忆 的 行 向 量 组 与 列 向 量 组 未 必 等 价 ， 

(2) 反 过 来 , 设 两 列 向 量 组 等 价 . 若 它们 所 含 向 量 个 数 不 相同 , 则 它们 对 应 
的 两 个 矩阵 是 不 同型 的 ,因而 不 等 价 ; 若 它们 所 含 向 量 个 数 相 同 ( 例 如 都 含有 
个 ) ,那么 它们 对 应 的 两 个 x 产 矩阵 (这 里 ”为 向 量 的 维 数 ) 列 等 价 , 从 而 一 定 
等 价 ,但 不 一 定 行 等 价 . 例如 


向 量 组 4: | )} , | ;与 向 量 组 B: | 。 


)], |] 等 价 ,它们 对 应 的 矩阵 4 = 


2 4 2 

类 似 地 , 若 两 个 含 向 量 个 数 相同 的 行 向 量 组 等 价 , 则 它们 对 应 的 两 矩阵 行 等 
价 , 从 而 一 定 等 价 ,但 不 一 定 列 等 价 . 

问 4.3 何谓 两 个 向 量 组 各 个 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 ? 

答 称 )” 维 向 量 组 A:ai,aa,…,aw 与 / 维 向 量 组 :四 ,pp2,… ,bu (这 里 7 
与 可 以 相等 ,也 可 以 不 相等 ) 各 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 是 指 :(i) ww 与 忆 
一 一 对 应 ;(ii) A 的 任 一 部 分 组 aw ,ai ,…，,ai 具有 某 种 线性 关系 的 充 要 条 件 是 
也 的 对 应 的 部 分 组 加 ,已 ，… ,已 有 相同 的 线性 关系 . 

特别 地 ， 

an ,…,ap 是 A 的 最 大 无 关 组 后 如 ,bo 是 巨 的 最 大 无 关 组 ; 

@ 三 AikQp 十 人 十 AQp 全 攻 王 AT 十 十》 (三 1 2， ) 

教材 中 指出 , 当 齐 次 方程 (al，, 二 0 与 ( 思 1 ,… ,bn )x=0 同 解 时 ,向 量 
组 4A 与 向 量 组 已 中 各 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 ,这 是 因为 : 


L 4 与 B= 1。 0] 列 等 价 ,从 而 4 与 等 价 ,但 非 行 等 价 . 
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(al,a, ,an)xr=0 与 (bb ,bo)xz=0 同 解 
一 (00)y7=0 与 (六 )7=0 同 解 
了 0 ,ai 与 六 ,0 有 相同 的 线性 关系 . 

问 4.4 和 气 阵 的 初等 行 变换 对 和 矩阵 的 列 向 量 组 和 行 向 量 组 各 有 什么 作用 ? 

答 ” 设 矩阵 4 经 初等 行 变 换 成 为 呈 , 那 么 

(1) 矩阵 4 与 马 的 行 向 量 组 等 价 , 也 即 它们 能 相互 线性 表示 .于 是 齐 次 方 
程 hx=0 与 Bx=0 同 解 ,这 是 用 初等 行 变 换 求 解 线性 方程 组 的 理论 基础 . 

(2) 矩阵 4 和 下 的 列 向 量 组 有 相同 的 线性 关系 ( 见 问 4.3). 这 是 用 初等 行 
变换 求 出 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 最 大 无 关 组 (惟一 地 ) 
线性 表示 问题 的 理论 基础 .进一步 ,从 解 方程 角度 看 , 它 可 用 来 求 非 齐 次 方程 
4x= 的 特 解 ( 见 例 10 之 析 ). 

以 上 这 几 个 问题 贯穿 于 本 章 的 计算 问题 中 . 

问 4.5 向 量 组 的 最 大 无 关 组 有 什么 重要 意义 ? 

答 设 4A 是 ” 维 向量 组 A 的 一 个 最 大 无 关 组 ,那么 Au 的 良好 性 质 是 : 
(1) AoSA, 且 所 含 向 量 个 数 "= RA 受 ”;(2) A 组 与 A 组 等 价 ,从 而 有 RA = 
RaA,=ri;(3) 在 所 有 与 A 组 等 价 的 向 量 组 中 ,Ao 组 含 的 向 量 个 数 最 少 .事实 上 ，， 


设 也 是 任 一 与 A 组 等 价 的 向 量 组 ,由 等 价 的 传递 性 ,B 组 与 Au 组 等 价 , 从 而 有 
Rs 三 开 A,=7， 
于 是 已 组 向 量 个 数 之 ~. 

这 样 , 用 A 组 来 “代表 ”A 组 是 最 佳 不 过 的 了 .特别 , 当 A 组 为 无 限 向 量 组 
时 就 能 用 有 限 向 量 组 来 “代表 ”, 而 后 者 可 进一步 转化 为 矩阵 ;凡是 对 有 限 向 量 组 
成 立 的 结论 ,用 最 大 无 关 组 作 过 渡 ,立即 可 推广 到 无 限 向 量 组 的 情形 中 去 .这 正 
是 最 大 无 关 组 的 意义 所 在 .教材 依次 把 定理 2 和 定理 3 推广 为 定理 2 和 定理 3 
用 的 就 是 这 个 方法 ， 

问 4.6 向 量 组 的 最 大 无 关 组 与 向 量 空间 的 基 有 什么 区 别 与 联系 ? 

答 (1) 由 定义 , 除 零 空间 外 , 任 一 向 量 空间 作为 一 个 向 量 的 集合 必定 是 无 
限 集 . 但 向 量 组 所 含 向 量 个 数 可 以 是 有 限 多 个 . 

《2) 反 过 来 , 设 V 是 向 量 空间 ,把 V 看 做 一 个 无 限 向 量 组 , 则 V 中 向 量 组 
Ao:ul,az,…,or 是 V 的 一 个 基 的 充 要 条 件 是 Au 是 V 的 一 个 最 大 无 关 组 .向 
量 空间 V 的 维 数 就 等 于 向 量 组 V 的 秩 . 这 时 ,可 以 认为 只 是 所 用 的 名 称 或 “版 
本 "不 同 而 已 . 

《3) 如 果 向 量 空间 V 是 由 个 向 量 的 向 量 组 A :al,az,…，,a, 所 生成 的 , 即 


V=L(CaiC,，…，0,)， 
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这 时 ,V 与 向 量 组 A 的 联系 特别 紧密 .表现 在 以 下 几 个 方面 : 

1) ASV, 且 向 量 组 A 与 向 量 组 V 等 价 ; 

2) A 的 任 一 个 最 大 无 关 组 是 V 的 一 个 基 ,特别 , 若 A 线性 无 关 , 则 它 本 身 
就 是 V 的 一 个 基 ; 

3) V 的 维 数 等 于 A 的 秩 . 

问 4.7 向 量 空间 的 基 有 什么 重要 意义 ? 

答 如 问 4.6 所 述 ,” 维 向 量 所 构成 的 向 量 空间 V( 零 空间 除外 ) ,必定 含 无 
限 多 个 向 量 . 但 V 的 任 一 个 基 所 含 向 量 个 数 小 于 等 于 ”; V 中 任 一 个 向 量 都 是 
这 个 基 的 线性 组 合 , 即 可 以 由 该 基线 性 表示 .于 是 ,把 握 住 基 也 就 把 握 了 整个 向 
量 空间 ;把 握 住 有 限 个 (个 数 受 z”) 向 量 , 也 就 把 握 了 无 限 多 个 向 量 , 其 意义 当然 
是 很 深刻 的 .这 与 向 量 组 用 它 的 最 大 无 关 组 来 “代表 "的 意义 是 完全 相同 的 . 
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一 、 教 材 例 题 剖 析 


例 3 证 明 :)” 维 单位 坐标 向 量 组 el ,ez,…,e, 能 由 向 量 组 A 线性 表示 的 充 
分 必要 条 件 是 R(4)=?) ， 

析 本 例 有 两 方面 的 意义 :大 家 知道 R" 中 任 一 向 量 组 A 都 能 由 羽 组 线性 表 
示 . 反 过 来 ,如 果 瓦 组 能 由 A 组 线性 表示 ,那么 A 组 应 满足 什么 条 件 ?” 本 例 就 
给 出 了 它 的 充 要 条 件 . 

本 例 用 方程 的 语言 来 叙述 即 为 ; 

设 4 为 xm 矩阵, 则 矩阵 方程 4AX= 已 , 有 解 的 充 要 条 件 是 R(4)= 2, 即 
4 的 秩 等 于 4 的 行 数 ( 称 之 为 行 满 秩 阵 )( 此 即 上 章 习 题 22) .此 结论 可 看 做 是 矩 
阵 可 关 概念 的 推广 ( 当 4 为 方 阵 时 ,方程 4X= 有 解 也 就 是 4 可 逆 ). 

例 6 已 知 向 量 组 al ,az,as 线性 无 关 , 5 = al+ az,p2 =a + aas,b3= 
ai + al, 试 证 向 量 组 ,bp2 ,053 线性 无 关 . 

析 本 例 具有 典型 意义 , 它 讨论 在 向 量 组 A :ai,az,as 线性 无 关 的 条 件 下 ， 
由 它们 的 若干 个 线性 组 合 所 构成 向 量 组 号 :Di,p2,D3 的 线性 相关 性 . 因 向 量 组 
A 中 向 量 没 有 给 出 它们 的 分 量 , 故 不 能 具体 计算 出 向 量 组 已 ,也 就 无 从 通过 初 
等 行 变 换 等 方法 求 向 量 组 中 的 秩 , 进 而 判定 它 是 否 线性 相关 . 对 于 这 一 类 未 给 
出 具体 数值 的 向 量 组 的 线性 相关 性 ,本 例 给 出 三 种 基本 而 奏效 的 方法 ,教材 对 它 
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们 有 较 详 细 的 叙述 ,不 再 重复 。 习 题 四 中 有 多 达 7 个 类 似 问 题 ,请 读者 注意 . 
例 10 设 和 矩阵 
2 
1 1 -2 14 
4 -6 2 -2 4 
3 吾 = 79 
求 矩 阵 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 不 属于 最 大 无 关 组 的 列 向 量 用 最 
大 无 关 组 线性 表示 . 
析 本 例 无 论 在 理论 上 还 是 计算 实践 上 都 具有 重要 意义 .本 例 的 理论 依据 


是 矩阵 4 通过 初等 行 变换 成 为 也 , 即 4 一 B, 则 与 吾 的 列 向 量 组 各 向 量 之 间 
具有 相同 的 线性 关系 ( 见 问 4.3); 主 要 工具 是 矩阵 4 的 行 最 简 形 .具体 方法 为 : 
设 R4)=-, 则 4 的 行 最 简 形 妃 中 有 > 个 单位 坐标 向 量 el,ex,…,e,, 了 3 中 其 
余 列 可 以 非常 方便 `、 几乎 是 一 目 了 然 地 写成 它们 的 线性 组 合 .这 时 ,4 的 列 向 量 
组 中 蕴含 的 复杂 线性 关系 也 就 随 之 而 揭示 出 来 了 :4 中 对 应 于 也 中 el,ez，…，,e， 
的 列 构成 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,其 余 列 向 量 用 此 最 大 无 关 组 线性 表 
示 的 系数 与 中 中 对 应 列 用 ei ,ez,，…,e" 线性 表示 的 系数 依次 相同 . 

例 13 设 4x,B,x=O, 证 明 RC4A)+R(B) 生 ，”. 

析 剖析 式 子 4 = O 的 关键 是 认识 到 吾 的 ! 个 列 向 量 是 齐 次 方程 4Ax=0 
的 解 .这 一 观点 在 本 章 补 例 和 习题 解答 中 多 次 采用 .同时 ,本 题 的 结论 ,作为 矩阵 
秩 的 重要 性 质 之 一 (和 矩阵 秩 的 性 质 @@) ,应 予 重视 ， 

例 25 在 Re 中 取 定 一 个 基 ai ,az,a3, 再 取 一 个 新 基 ,bb, 设 4=(al， 
aas), 了 =(Di ,bpD3). 求 用 al,a,ai 表示 四 ,pb ,pb3 的 表示 式 ( 基 变换 公 
式 ) ,并 求 向 量 在 两 个 基 中 的 坐标 之 间 的 关系 式 ( 坐 标 变换 公式 ). 

析 本 例 的 目的 是 利用 过 渡 和 矩阵 的 概念 建立 忆 中 一 般 的 基 变 换 及 坐标 变 
换 公 式 . 以 下 几 个 事实 是 有 用 的 . 

(1) 两 个 基 的 过 滤 和 矩阵 必 定 是 可 逆 和 矩阵 .事实 上 , 设 新 基 刀 ,52,p3 在 旧 基 
aiyaz,a3i 中 的 系数 矩阵 为 已 , 即 有 

(bi,b,b3)=(ailyaa,a3i) 卫 ， 
则 由 例 6 知己 为 可 逆 和 矩阵 , 称 它 为 从 旧 基 到 新 基 的 过 渡 矩 阵 . 

(2) 本 例 以 自然 基 作 为 “过 渡 ” ,这 方法 在 解决 向 量 空间 的 某 些 问题 时 是 常 
用 的 . 


二 、 例 题 增补 
例 4.1 设 向 量 组 A:ai,aa,as 线性 无 关 , 向 量 思 能 由 向 量 组 A 线性 表 


例题 剖析 与 增补 “93 


示 , 向 量 5 不 能 由 向 量 组 A 线性 表示 ,& 为 任意 常数 . 问 : 
(1) 向 量 组 al ,az ,ai,Abi+pb2 是 否 线 性 相关 ,为 什么 ? 
(2) 向 量 组 al ,az ,ai,bi +Ab: 是 否 线性 相关 ,为 什么 ? 
解法 1 利用 线性 无 关 定 义 





(1) 设 有 
Miali+Ahzas+Aaai+A4(AbDi+D2)=0， (4.1) 
那么 4=0, 因 若 不 然 ,14 夫 0 , 则 
2 三 《 人 1QI1 人 2Q2 A3Q3 和 4AD1 ) ， 


4 
即 b> 可 由 ai,az,ai,bi 线性 表示 ,进而 ,由 题 设 ,b: 可 由 ai,az,as 线性 表示 ， 
此 为 矛盾 .这 样 ,(4.1) 式 成 为 Miail+ aaz+)h3as=0, 由 ai,az,ai 的 线性 无 关 
知 Mi=)=A)A3=0, 从 而 由 定义 知 al ,az,ai,&bi+D2 线性 无 关 ; 

(2) 因 bi 可 由 ai,az,as 线性 表示 , 故 al ,az,ai,pb; 线性 相关 ,所 以 当 A= 
0 时 ,ai,aa,ai,bi+ iD 线性 相关 ; 当 & 尖 0 时 , 设 有 

Mial+Azaz+A3as+As(Di+Ab2)=0， 

与 (1) 相 仿 ,可 证 14=0, 从 而 推 知 M1=)2=)3=0, 故 此 向 量 组 线性 无 关 . 

解法 2 利用 方程 语言 

记 4=(ailyaz,as), 则 由 题 设 ,方程 hx = bi 有 (惟一 ) 解 四 ,而 方程 4x = 
2 无 解 . 

(1) 方程 kx = 人 b+ pb2 无 解 , 因 若 不 然 , 设 2 是 它 的 解 , 则 有 

4(12 一 Ai)=A472 一 ACTI)=Abi+b2 一 Abi=b， 

即 方程 Ar =b 有 解 12 - AI , 矛 盾 . 

于 是 3=R(4)<R(4,Abi+b) 委 4 一 ROADI+Db2)=4 

人 al,a,ai,Apbi+b2 线性 无 关 ; 
(2) 只 讨论 & 天 0 的 情形 ,与 (1) 相 仿 可 证 此 时 方程 


Ar 三 Dj +Ab: 
无 解 , 从 而 3=R(4)<R(4A,Di+Ab) 委 4 一 R(4A ,DT+Ab2)=4 
之 此 向 量 组 线性 无 关 . 
例 4.2 设 向 量 组 A:ai,az, 向 量 组 下 :bi ,pb ,其 中 
1 0 3 2 
一 1 3 0 1 
Q1 = 三 ,0Q2 ;01 三 了 D 2 三 5 | 
4 2 14 10 
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(1) 证 明 向 量 组 A 与 也 等 价 ;(2) 求 向 量 组 A 与 妃 的 相互 线性 表示 的 表示 式 . 
解 ” 先 求解 (2) , 若 (2) 已 解 出 ,(1) 自 然 成 立 .为 此 ,把 向 量 组 A 各 合 起 来 
成 矩阵 ,并 求 它 的 行 最 简 形 : 


下 
(aaa) t 7 林 |32m0dldi li 
四 
| 全 证 
52200000 
0 0 0 
于 是 ,向 量 b， 和 2: 满足 
bi 三 3al+a>， 
人 
也 即 向 量 组 妃 可 由 向量 组 A 线性 表示 为 
Cuta)=(avea)) 1]= (evao)K， 


其 中 ,矩阵 天 = 1， 1 ] 是 上 述 线性 表示 的 系数 矩阵 .显然 ,天 可 逆 , 且 天-1- 


1 一 1 一 2 
(了 是 eco=Gool 


al 三 Di 一 b2， 

具体 写 出 ,有 | 加 
a2 三 一 2b) 十 3D2. 

从 上 知 两 向 量 组 能 相互 线性 表示 , 故 它们 等 价 . 

注 “ 本 例 强调 矩阵 行 最 简 形 及 矩阵 的 运算 .如 果 说 教材 例 2 的 方法 用 于 两 
向 量 组 的 “定性 ”, 即 是 否 等 价 等 属性 的 讨论 , 则 本 例 的 方法 用 于 两 向 量 组 之 间 的 
“定量 ”讨论 , 即 具 体 给 出 表示 式 . 当 系数 矩阵 不 是 方 阵 时 ,一 般 的 处 理 方 法 可 参 
看 习题 2. 

例 4.3 设 4 是 ” 阶 方 阵 . 若 向 量 aw 满足 4A4x=0, 而 4 ax 天 0, 证 明 向 量 
组 T:c,4x,…，,42 1c 线性 无 关 . 

证 设 有 常数 10,)，…,Ax -1 使 

)M0xC+)MAx+…+_I4 La=0 (未 .2 
一 4 1I(M0aC+AAx+…+)_ AI)=0 


一 044 LIw=0 ( 因 4i=441x= =A424 Duw=0) 
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一 0=0 ( 因 44 1 天 0)， 
于 是 (4.2) 式 成 为 
14x+…+h) 144 Iaxc=0 
一 4 24x+…+h 4 Ia)=0 
一 AIx=0 (与 上 同 理 ) 
字 果 =， 
继续 这 个 过 程 ,最 终 证 得 人 =0,j=0,1,…,&=-1. 由 定义 知 向 量 组 T 线性 无 
关 . 
例 4.4 设 冯 xx7 和 矩阵 4 的 秩 R(4)= 罗 2, 则 ( 加 
(a) 4 的 任意 一 个 思 阶 子 式 不 为 零 
(b) 4 的 任意 2 个 列 向 量 所 成 向 量 组 线性 无 关 
(c) 若 B4=O, 则 B=O 
(d) 通过 和 矩阵 的 初等 行 变 换 , 必 可 化 为 ( 忆 ,,O) 的 形式 
解 选 (c). 给 出 两 种 方法 ,说明 它 正 确 . 
方法 1 因 B4=O= 一 R(B)+R(4) 委 (矩阵 秩 的 性 质 加 ) 
一 R(B) 和 0 ( 因 忆 (4)= 和 ?2) 
一 R(B)=0 全 B=O; 
方法 2 因 B4=O0O= 一 4IBI=O 
全 了 的 列 向 量 是 齐 次 方程 4Ix=0 的 解 
全 R(BI) 坟 加 一 RATI) (定理 7) 
一 R(B)=R(BTI)=0， 
与 方法 1 中 结果 相同 ， 
注 方法 2 中 的 推导 过 程 事实 上 就 是 矩阵 秩 的 性 质 力 的 证 明 过 程 . 
对 选项 (a) ,(b),(d), 只 需 构 作 反 例 . 取 2x3 和 矩阵 


1 0 0 
“= 1 直 
0 1 1 


则 R(4)=2=4 的 行 数 , 它 有 2 阶 零 子 式 , 故 (a) 为 错 ; 它 的 第 2 第 3 列 向 量 线 
性 相关 , 故 (b) 为 错 ; 任 何 的 初等 行 变 换 都 无 法 把 4 化 为 (下 ,OO) 的 形式 . 故 (d) 
也 为 错 . 

下 面 是 一 组 有 关 线 性 方程 组 理论 的 例题 .线性 方程 组 是 线性 代数 的 重要 内 
容 . 对 于 求解 线性 方程 组 的 基本 题 型 ,读者 应 予以 足够 重视 ,熟练 掌握 ,惟有 在 此 
基础 上 , 才 有 可 能 从 容 应 付 变化 多 端的 有 关 线 性 方程 组 的 习题 .限于 篇 幅 ,一般 
的 基本 题 型 不 再 在 此 举例 . 

例 4.5 设 矩 阵 4=(al,ai,ai,ai), 其 中 ai,az,as,a4 为 6 维 非 零 向 量 . 
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若 5= (3,2,2,2 并 和 852=(1,2,2,6)7 是 齐 次 线性 方程 Ar =0 的 基础 解 系 , 则 
下 列 论 断 中 正确 的 有 几 个 ? 

(a) ai,a4 线性 无 关 (b) ai,az,as 线性 相关 

(c) ai 可 由 ai,as 线性 表示 (d) a; 可 由 aiy,ai 线性 表示 

解 (1) 因 5 ,E: 为 方程 hx=0 的 基础 解 系 王 R(4)=4-2=2 一 (b) 正 确 ; 

(2) 因 司 瑟 =(2,0,0,-4) 也 是 方程 kax=0 的 解 二 2ai -4a4 =0 一 al 
=0a3i+2a4 一 (c) 正 确 ; 

(3) 因 365 一 62 仍 是 4Ax=0 的 解 , 即 有 





8 
4 
(al,az,a3iy ad) =0 


0 
8ai+4a+4ai=0=>az= 一 2al-a3s 卫 (d) 正 确 ; 
(4) (a) 也 正确 , 因 如 果 ai,a4 线性 相关 , 则 Ras,a4:) 委 1, 从 而 反复 应 用 


定理 1 得 
因 (d) 正 确 因 (c) 正 确 
Ralyaa aai) 一 一 一 一 Royaiial) 一 一 一 Rao,al) 去 1， 


此 与 尺 (A)=2 了 矛盾 . 

结论 :四 个 论断 全 为 正确 . 

注 “本 题 推 导 中 充分 地 融合 了 本 章 几 乎 所 有 的 概念 和 各 主要 定理 .请 读者 
多 多 留意 、 领 会 概念 之 间 的 转换 和 定理 的 应 用 . 

例 4.6 设 有 ?元 非 齐 次 方程 4Ax=pb, 则 ( 姑 

(a) 若 hxr=0 只 有 零 解 , 则 4Ax=b 有 惟一 解 

(b) 4xr=b 有 惟一 解 的 充 要 条 件 是 R(4)=? 

(c) 4x = 上 有 两 个 不 同 的 解 , 则 4xz=0 有 无 限 多 解 

(d) 4r= 有 两 个 不 同 的 解 , 则 4Ax=0 的 基础 解 系 中 含有 两 个 以 上 向 量 

解 选 (c). 事 实 上 设 说 天 1 为 方程 kx=z 的 解 , 则 < 上 =7i 一 ?2 为 Arx=0 
的 非 零 解 ,于 是 集合 ||AER 1 含有 4Ax=0 的 无 限 多 个 解 . 

注 选项 (a) 错 ,因此 时 4Ax =z 不 一 定 有 解 ; 选 项 (b) 错 , 因 充 分 性 不 成 立 ， 
当 R(4)=7 时 ,不 能 保证 Arx= 有 解 ;选项 (d) 错 , 因 4x = 上 有 两 个 不 同 的 
解 ,只 能 推 得 方程 hr =0 存在 基础 解 系 ,而 基础 解 系 中 向 量 个 数 应 是 ”- 
R(4), 它 可 以 是 1， 
1 2 -2 
4 3 
3 -1 1 


例 4.7 设 3 阶 和 窍 阵 4= ,了 3 为 3 阶 非 零 和 矩阵, 且 4B = 0O. 








求 志 的 值 . 
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解 ”由 题 设 4B8 = O ,用 和 抢 阵 秩 的 性 质 @@, 有 R(4A)+R(B) 生 3. 
又 因 中 为 非 零 矩 阵 , 故 尺 ( 了 ) 志 1, 结 合 以 上 两 式 知 
R(4) 近 2 
全 4 不 是 满 秩 矩 阵 全 |4| =0 人 上 = 一 3. 


1 他 
2 4 : 
3 6 9 


例 4.8 设 3 阶 矩阵 Q= 








(al) 上 =6 时 ,RCP)=1 
(c) 上 天 6 时 ,RCP)=1 
解 选 (c). 说 明 如 下 : 


从 和 矩阵 C 可 知 ,@ 的 秩 R(OC) = | 


类 


,也 为 3 阶 非 零 矩 阵 , 且 PO =O, 则 ( 


(b) 上 =6 时 ,R(P)=2 
(d) 上 天 6 时 ,RCP)=2 


=0， 


t 尖 6 . 


又 由 题 设 ,矩阵 PC 满足 PC = 0 ,由 和 抢 阵 秩 的 性 质 @@, 有 
RCP)+RCO) 反 3 





2， 上 =0， 
综合 上 两 式 , 得 尺 ( 了 ) 私 人 
又 忆 为 非 零 矩 阵 , 故 R(P)>1, 最 终 得 
1 和 RCIP) 委 2， 当 上 =6 时 ， 
R( 了 )=1， 当 :和夫 6 时 . 


注 选 (a) 是 错误 的 ,理由 是 当 上 =6 时 和 矩 阵 已 的 秩 尽 ( 己 ) 不 是 必须 等 于 1 . 
同 理 , 选 (b) 也 是 错 的 . 选 (d) 为 错误 的 理由 是 当 上 天 6 时 ,R(P) 近 1 . 


例 4.9 已 知 方程 组 
到 于 过 1 二 CI1202 示人 


2TT 十 充 22 放 2 十 


工 : 
Qnrnl1 二 Qnr2 工 2 未 
的 一 个 基础 解 系 为 
oll 221 
12 222 
O1,2r p2,2n 


试 写 出 方程 组 


十 @1,2r27 一 0， 


十 CQ2,2m 碟 2m =0; 
+ an,2nz2n 二 0 


Dal 
2 


b，2n 
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py1+ bi2y2 十 人 十 bany2n 三 0， 
T ， ba21y1+ 02232 十 … 十 02,2ny2n 二 0， 
by1+ On2y2 十 入 十 bu,2my2n 一 0 
的 通 解 ,并 说 明理 由 . 

解 ”本 题 虽 然 计 算 本 身 并 不 复杂 ,但 对 于 加 深 领 会 和 把 握 齐 次 线性 方程 组 
理论 很 有 帮助 . 

记 交 xx27 和 矩阵 4 和 妃 分 别 是 方程 组 I 和 开 的 系数 矩阵 ,由 题 设 条 件 ,可 获 
得 下 列 信息 : 

(1) 关于 和 矩阵 B:BTI 的) 个 列 向 量 是 方程 组 工 的 一 个 基础 解 系 ,从 而 B: 
的 秩 , 进 而 如 的 秩 尺 (B)= 7 .于 是 方程 组 工 的 解 集 的 秩 =272 -7=72, 即 方程 
组 开 的 任意 ”个 线性 无 关 的 解构 成 它 的 一 个 基础 解 系 . 

(2) 关于 矩阵 4 : 因 方 程 组 工 的 基础 解 系 含有 个 向 量 , 故 由 定理 7 知 4 
的 秩 R(4)=272 -7 =7 .于 是 4 的 7 个 行 向 量 以 及 445 的) 个 列 向 量 所 成 向 
量 组 线性 无 关 . 

(3) 关于 两 矩阵 之 间 的 关系 :由 信息 (1) 有 4B7I= O ,于 是 

B4 =O， 
因此 矩阵 4 的 个 列 向 量 是 方程 组 下 的 解 ,并 且 由 (2) 知 它 还 是 方程 组 工 的 基 
础 解 系 , 将 通 解 具体 写 出 ,得 (注意 应 写成 列 向 量 ) 





4&11 Q21 Qnal 
“| 二 | 本 | 二 的 下 语 外 全 下 汪汪 多 ss 胡 直 地 
本 Q2,2n CQnm,2n 
例 4.10 设 R 中 两 个 基 al ,az,ai 和 Di ,pb ,b3 ,其 中 
1 0 1 ] 1 | 1 
al=|1|l,az=|l1|l,as=|10|1;pb= |10|,p2= |1| ,53 三 
0 1 1 0 0 T 



































(1) 求 从 基 al ,az,as 到 基 bi ,bz ,pb3 的 过 渡 和 矩阵 ; 
(2) 设 向 量 有 在 基 ai,az,asi 中 的 坐标 为 (3,1,2), 求 记 在 基 D,b2,b3 中 
的 坐标 . 
解 (1) 设 从 旧 基 到 新 基 的 过 渡 矩 阵 为 PP, 即 
(bi,p2,p3)=(aly aya3) 忆 
一 已 =(al,az,as) (Di ,Da ，b3); 


1 
二 下 
2 
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1 
1 
1 


1 


0 0 


0 


下 面 用 初等 变换 的 方法 来 求 尸 .由 
101 1 1 1 话 忆 1 0 
(al,az,a3ybi，pD2 ,03) 三 1 1 0 0 1 1| 一 一 0 1 
011001”2”00 0 
| 1 1 
1 帮 0 7 1 2 
1 1 ] 
站 芭 二 0 1 0 2 0 2 |， 
0 1 1 
9 , 心 荆 7 0 2 
二 
< 
了 = 了 L 作 工 
1 0 1 
(2) 设 5 在 基 ,bb2,b3 中 的 坐标 为 yiy,yay,y3, 则 按 坐 标 变换 公式 有 
yl 3 
yz2|=P |1 
33 2 
二 1 二 3 
3 | 人 
| 2 0 2 ] 7r2 十 73 0 0 1 3 人 
2 下 1 5 r3X2 ] 0 1 4 让 一 73 
2 
yl 1 
yz2| 三 |1 
.3 3 
1. 已 知 向 量 组 
0 3 2 [2 
人 二 三 已 : 2 王 
:Qi 2 ) 0Q2 1 :人 @3 0|; :01 1|， 2 
全 几 1 2 


1 


1 


99 


100 第 4 章 向 量 组 的 线性 相关 性 


证 明 纪 组 能 由 A 组 线性 表示 ,但 A 组 不 能 由 如 组 线性 表示 . 
证 因 忆 组 能 由 A 组 线性 表示 全 R(4,B)=RC4); 
A 组 不 能 由 肆 组 线性 表示 富 R( 下 ,4A)>R(B); 
于 是 ,B 组 能 由 A 组 线性 表示 且 A 组 不 能 由 己 组 线性 表示 全 尺 ( 了 ,4) = 
R(4A)>R(B). 具体 计 算 如 下 : 


之 0403 2 1 1 ] 二 卫 0 
下 二 | 业 “入 二 
(了 ,4 )= 全 
1 1 玉生 工 站 0 0 虽 、 运 克 0 
2 3 条 冯 1 0 0 0 0 0 0 


于 是 R(B)=2,R(B,4A)=3, 并 且 上 式 右 端 矩阵 的 后 三 列 所 构成 矩阵 与 矩阵 A 
行 等 价 ,继续 对 它 作 初等 行 变换 ,得 























2 1 0 1 0 -=-! 
网。 和 = 让 去 | 2 2 
-2 1 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 
所 以 R(4)=3. 合 起 来 有 R(B,4)=RG4)=3>R(B)=2. 
2. 已 知 向 量 组 
0 1 -1 1 3 
4A:ai=|ll,oz=|1|; B:D= 中 2 ,区 三 | 多 | ， 

1 0 1 1 一 1 








证 明 A 组 与 已 组 等 价 . 

证 ” 记 和 矩阵 4=(ail,az),B=(b ,bb3). 因 A 组 与 吾 组 等 价 全 R(A)= 
有 R(B)=R(4A,B) (或 R(B,A)), 故 求 矩 阵 (也 ,4) 的 行 阶梯 形 以 计算 3 个 矩阵 
的 秩 . 由 
-1 1 3 1 1 -1 -1 0 
0 了 0 六 2 1 TI， 
1 1 -1 1 00 0 .00 
即 知 R(B)=R(B,4)=2, 且 R(4) 委 2. 又 ai 与 a; 不 成 比例 , 故 尺 (4A)=2. 因 
此 ,向 量 组 A 与 也 等 价 . 

3. 判定 下 列 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 : 


0 
1 3 


(五 ,4)= 








1 
1 
0 


























二 王 直 二 党 人 2 = 并 18 
(1) 号 外 训 下 于 让 二 下 要 业 要 (2) ,| 4|,，|0|. 
也 起 0 0) \2 




















解 记 (1)、(2) 中 向 量 所 构成 的 矩阵 为 4 . 
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-1 2 1 
(1) 由 det4=| 3 1 4|=0 一 R(4)<3= 向 量 的 个 数 
1 0 1 
之 向 量 组 (1) 线 性 相关 (由 定理 4); 
2 -1 0 
(2) 由 det4=13 4 0|=22 天 0 一 R(4)=3= 向 量 的 个 数 
0 0 2 








全 向 量 组 (2) 线 性 无 关 (由 定理 4). 

4. 问 a 取 什 么 值 时 下 列 向 量 组 线性 相关 ? 
1 1 
C 


乌 






































Qi 三 |1|,a2= Q | ，Q3 二 
三 六 
解 记 4=(ali,az,as), 则 
Q 1 1 Q 1 1 
deth=|1 aa -1 二 一 |o+l e+l 0 
二 “、 圭 这 Q 1 一 认 
克 一 于 1 1 
一 一 | 0 aua+l 0|=(e+l)z(o-2). 
2 二 由 净 
于 是 当 a=-1 或 a=2 时 det4=0, 即 RG4)<3 .由 定理 4 知 此 时 向 量 组 ai ， 
az ,as3 线性 相关 . 


5. 设 矩 阵 4 =aaI+ 有 ,这 里 a,b 为 ?2 维 列 向 量 .证 明 (1) R(4) 过 2; 
(2) 当 a ,2 线性 相关 时 ,R(4) 委 1 

证 (1) 由 矩阵 秩 的 性 质 

R(4A)=RCaaI+bbI) 生 RaaI)+R(bTID) 和 Ra)+RCD) 和 1+1=2; 

(2) 当 a,b 线性 相关 时 , 若 a,b 均 为 零 向 量 , 则 4 = O ,结论 成 立 ; 若 a,b 
不 全 为 零 向 量 ,不 妨 设 a 和 0, 因 此 时 a 与 成 比例 ,有 = Ma() 可 能 为 0) ,于 是 
aaI+ 80I=(1+A2)aaI, 从 而 有 

R(4)=RCI+hi2)aaI)=RCaaI) 入 Ra)=1. 

6. 设 ai,az 线性 无 关 ,ali+p,az+z 线性 相关 , 求 向 量 用 ai,a; 线性 表 
示 的 表示 式 . 

解 一 因 al+b,az+pb 线 性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 常数 Ai ,&2z ,使 

Ai(al+D)+ACaz+pb)=0 


(4.3) 
一 (Ri 十 A2z)D 三 一 &ial 一 &2a2 。 
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因 ai,a， 线性 无 关 , 可 知 Ai + A2 天 0. 不 然 , 由 上 式 得 
Riali 十 有 202 三 0 一 Al 三 2 三 0， 
这 与 Al ,&2 不 全 为 零 矛 盾 . 于 是 由 (4.3) 式 ,得 
， 本 
局 十 和 1 有 十 有 
解 二 因 ai+b,az+ 线 性 相关 , 故 (al+pb)-(aa+pb),az+pb 线 性 相 
关 , 即 al- az,az+pb 线 性 相关 .又 因 ai,az 线性 无 关 , 故 ai - az 天 0, 于 是 存在 
》 使 





六 三 a2,Al,&2ER,AI+A2 天 0. 


az+D=AMCali 一 az) 一 0 =)Mal 一 (+1)a, EGR. 


Al 
&1 十 &2， 





和 
有 十 有 2 


这 与 解 一 的 结果 相同 .事实 上 在 解 一 中 , 若 记 ) = 
注 az+z 可 能 为 零 向 量 . 
7. 设 ai,a， 线性 相关 ,Di ,D， 也 线性 相关 , 问 Q1 十 六 ,ada2 十 0 是 否 一 定 线 
性 相关 ? 试 举例 说 明之 . 
解 向 量 组 Qi 十 Di,a2 十 b2 不 一 定 线性 相关 .例如 令 


向 量 组 Iai= [oj ,oa= [0 向 量 组 LE:2= | ,= 中， 


则 


则 这 两 向 量 组 均线 性 相关 ,但 向 量 组 mt- | 线性 无 关 

8. 举例 说 明 下 列 各 命题 是 错误 的 : 

(1) 若 向 量 组 al ,az,，…,aw 线性 相关 , 则 ai 可 由 aa ,…,a 线性 表示 . 

(2) 若 有 不 全 为 零 的 数 M1 ,2,… ,Am ,使 

Al1a01 十 人 202 十 … 十 Amnanmn 十 Al1D1I 十 X2p2 十 … 十 bp = 三 0 

成 立 , 则 al ,az,，…,an 线性 相关 ,bi ,bp ,bp， 亦 线性 相关 . 

(3) 若 只 有 当 Mi,… ,AMw 全 为 零 时 ,等 式 

Ai1Q1 十 … 十 Anan 十 MID 二 … 十 Xp 三 0 

才能 成 立 , 则 ai ,…，,a， 线性 无 关 ,b ,…,5， 亦 线性 无 关 . 

(4) 若 al,…，,awn 线性 相关 , ,…,b， 亦 线 性 相关 , 则 有 不 全 为 零 的 数 
)1,…,， ,使 

Mal+…+han =0，)MD+…+)D 一 0 

同时 成 立 . 


答 “命题 (1) 是 错误 的 ,例如 :取向 量 w = (由 “= [由 风向 量 组 二 
线性 相关 , 因 它 含有 零 向 量 , 但 @， 并 不 能 由 o。 线性 表示 ， 
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注 向 量 组 oil,az,…,aw 线性 相关 的 充 要 条 件 是 其 中 至 少 有 一 个 向 量 能 
由 其 余 向 量 线性 表示 ,但 并 不 指明 是 哪 一 个 向 量 ,更 不 是 说 任 一 个 向 量 可 由 其 余 
向 量 线性 表示 . 


命 古 (2) 是 错误 的 ,例如 : 取 oj = [ja= 人 = 人 | 1 下 
取 =)2=1, 则 有 
AIial1 十 人 202 十 Aibli+Ap = 0 
成 立 ,但 al ,as; 线性 无 关 , bi ,bp 也 线性 无 关 . 
注 “关系 式 Miai+…+hnan+Abi+…+hAb =0(A; 不 全 为 0) 只 能 说 
明 向 量 组 ai + 记 ，…，,am + bw 线性 相关 . 


1 0 
命题 (3) 是 错误 的 ,例如 : 取 a (由 =- (说 及 和 (此 时 戎 有 


和 二 0 ] 四 2 四 

1Q1 十 Azaz 十 人 1D1I 十 20 = 三 hi 让 az- [| = 0 

成 立 , 只 有 AM =)a=0, 但 向 量 组 al ,a; 和 向 量 组 思 ,b， 都 线性 相关 . 
注 ， 题 设 条 件 只 能 说 明 al + 1, ,an + bb 线性 无 关 . 


1 0 
命题 (4) 是 错误 的 ,例如 : 取 a = (== 栈 (= | 由 由 量 


组 al,az 和 向 量 组 如 ,pb 均线 性 相关 .但 对 此 两 向 量 组 不 存在 不 全 为 零 的 数 
1,)2 ,使 

iali+Azaz=0，AMipi+Azp2=0 
同时 成 立 , 因 由 上 面 第 一 式 可 得 


-ae*ae=lo] 
Se 伺 2 人 @2 一 9 
0 六 222 0 


于 是 ,2=0, 同 理由 第 二 式 得 ;=0. 

注 题 设 条 件 是 说 齐 次 方程 (al,…，,an)xz=0 及 (bi br)xz=0 都 有 非 
零 解 ,而 结论 则 是 说 这 两 个 齐 次 方程 有 公共 的 非 零 解 . 

9. 设 让 =al+a,b=as+as;b3=as+as, bp =as+al 证 明 向 量 组 b， 
02 ,53，,b4 线性 相关 . 

证 一 bi 一 D2 十 03 一 D4 

=(ali+az)-(az+as)+(as+as) 一 (as+al)=0， 

由 定义 , 知 向 量 组 bi ,ba ,bs,b4 线性 相关 . 

证 二 两 向 量 组 线性 表示 的 矩阵 形式 为 

(bi ,bp2,p3,bp4)=(al,az,a3,a4) 天 ， 
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1001 
1 1 0 0 
其 中 天 = 
0 1 10 
0011 
1001 
1 1 0 0| 按 ” 展开 
因 det 玖 = 一 一 一 一 1-1=0, 故 RIK)<4. 
0 1 10 
00141 
由 和 矩阵 秩 的 性 质 吕 知 


Rbi ,pb ,bp3i,b4) 入 RE)<4， 

由 定理 4, 向 量 组 bi ,bz ,53,b4 线性 相关 . 

注 “ 从 证 明 可 见 ,不 管 al ,az,a3,a4 是 否 线性 相关 ,bi ,ba,b3,b4 总 是 线性 
相关 的 . 

10. 设 姑 =al, 思 =al+a ,=ai+a+…+a, 且 向 量 组 al ,az,…， 
a， 线性 无 关 , 证 明 向 量 组 bi ,bz ,…,b, 线性 无 关 . 

证 先 把 加,b2,…，,b 由 al,az,… ,ar 线性 表示 的 关系 式 写 成 矩阵 形式 : 
1 ee 1 


公 


(bi ,5 pb)=(alyaz ay) 一 一 (Qil,a2，…，, 0-) 玉 ， 








0 1 

因 det 天 =1, 故 慌 是 可 逆 矩 阵 , 由 矩阵 秩 的 性 质 四 , 知 

有 Rb ,D…，D) 王 Rail,az…… ai;). 

又 因 al ,ar,…,a, 线性 无 关 , 由 定理 4 知 RGal,a,…,a)=, 从 而 有 
RD bb)=>. 再 次 应 用 定理 4 知 向 量 组 bi ,ba , 咏 线性 无 关 . 

11. 设 向 量 组 ai ,az,as 线性 无 关 ,判断 向 量 组 ii ,b2 ,ps 的 线性 相关 性 : 

(1) bi=ali+a,p2=2a2+3a3,b3=Sal+3a2; 

(2) =ali+2a2z+3a3s,b2=2ali+2a2 十 4a3i,b3=3al+az+3a3i 

(3) 0 =al 一 ab =2az+a3,53=QGi 二 az+a3. 
1 0 5 |1 0 5 
1 汉 多 T 去 地 
0 3 0 0 3 0 
于 是 Rb ,ba2 ,53)= 尺 (al,az,as)=3,bi,b2,b3 线性 无 关 ; 
1 2 3 二 
2 2 2 人 1- 
3 丰 3 3 4 3 


解 (1) (bi ,bb3)=(aly aa3i) 和 而 三 6 天 0， 














(2) (bi,D2 ,pb3)=(alyaz,a3) ? 而 =2 尖 0， 














习题 解答 105 


于 是 ,与 (1) 同 理 ,bi .bb ,b3 线性 无 关 ; 
1 0 1 
-1 2 1 
人 
于 是 ,Rb ,pb ,b3) 雪 2,5 ,bpb3 线性 相关 . 
注 “ 本 习题 针对 教材 例 6. 尽 管 也 可 用 其 他 方法 求解 ,但 无 疑 证 三 是 最 方便 
的 ,其 好 处 在 于 可 程式 化 处 理 这 类 问题 . 
12. 设 向 量 组 B:b ,5 ,…,b 能 由 向 量 组 4A:al,a,…,a, 线性 表示 为 
(bi ,bb )=(alyaz,…，a;) 开 ， 
其 中 开 为 *x 六 矩阵 , 且 A 组 线性 无 关 . 证 明 已 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 矩阵 
天 的 秩 尽 (天 ) = 
证 一 记 4=(al,az,…,a:), 有 = (bi ,bb ), 则 有 
有 =A4K. (4.4) 
必要 性 : 设 向 量 组 妃 线性 无 关 , 知 R(B)=r. 又 由 也 =A4K, 知 尽 ( 开 ) 之 
R(B). 但 天 含 r 列 ,有 尺 (K) 委 ,于 是 
六 = 有 R(B) 入 REK) 委 -, 即 R(K)=7, 开 为 列 满 秩 矩阵 ， 
充分 性 : 设 R( 玫 ) =>. 要 证 忆 组 线性 无 关 . 由 于 
Bxr=0 一 4Kxr=0 
一 Kx=0( 因 R(4)=s, 根 据 上 章 定理 4) 
=x*=0( 因 尺 (K)=r, 根 据 上 章 定理 4)， 
因此 ,向 量 组 妃 线性 无 关 . 
证 二 由 (4.4) 式 , 因 R(4A)=s,4 为 列 满 秩 和 矩阵, 根据 上 章 例 9 知 尽 ( 召 ) 
= 有 尺 ( 玫 ). 于 是 


1 0 1 
二 让 这 
0 1 1 


(3) (bi,b2 ,bi)=(aly aa3) y 而 =0， 














也 组 线性 无 关 全 R(B) = 全 R(K)=>. 
13. 求 下 列 向 量 组 的 秩 ,并 求 一 个 最 大 无 关 组 : 


1 9 二 了 
| 2 ol 1-4 
(1) ai=| ，| ,az= jp| 3 二 | 亲 | 

4 4 -8 
1 4 1 
加 

(2) al 三 ,，Q2 二 , Q3 一 本 
3 二 咎 一 了 





解 (1) 对 (ai,az,as) 作 初等 行 变换 , 求 它 的 行 阶 梯形 : 
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(ail,aa,a3) 三 


1 
2 
三 
4 


(2) (al,az,a3)== 
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9 -21， fl 9 ， 二 忆 
100 -4| 一 -0 8 0 ， 
I0 2|2””|0 19 0 四 
和 二 
由 此 可 知 R(al,az,ai)=2, 并 且 al,a; 是 它 的 一 个 最 大 无 关 组 ; 
1 4 1 
入 二 是 = 一 了 0 一 
1 二 有 40， -和 5| 
人 二 和 | 
1 4 1 
|0 595 
一 0 0 0| 
0 0 0 


由 此 可 知 R(Calyazyas)=2, 并 且 Qly,Q2 是 它 的 一 个 最 大 无 关 组 ， 


14. 利用 初等 行 变换 求 下 列 矩 阵 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 其 余 


登 : 司 本 多 





列 向 量 用 最 大 无 关 组 线性 表示 : 

25 31 17 43 和 
由 55% 5 12 四 0021 5 -1| 
75 94 54 134 2 
25 32 20 48 110 4 -1 

解 (1) 记 4=(al,a,ai,ai), 因 
25 3 17 笠 |， 有 7 
| 一 一人 1 3 
4-|75 9 54 134lnolo oo 1 2 
25 32 20 48j” 0 1 3 5 
25 31 17 43 25 31 0 9 
区 吉 吉 1 
李 ” 本 汪 | 吉 < 全 全 人 
0 0 0 (0 00 0 
25 0 0 40 1 .00 和 
rn-3lr| 0 1 0 -1nz*5l0 10 -1 
| 
000 0 0 


从 4 的 行 最 简 形 可 知 :ai,az,as 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 , 且 
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a4 二 41 一 02 二 203; 
(2) 记 4=(al,az,ai,a4,as). 
村 让 
021 5 < 全 2 1 5 -=-! 
203 -lL 3 0 -2 -1 -5 1 
Ti 4 -1i 0 0 -2 2 -2 
二 1 110 4 -1 
二 -0021 5 =1n202 0 6 =2 
由 乓 = 人 | 辣 2 
人 000 0 0 
(Lo00 1 00 
所 条 10 3 -1 
-ro001 -1 1 
000 0 0 


从 4 的 行 最 简 形 可 知 :ai,az,as 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 线 , 且 


ad 三 Qi 二 3a 一 Q3， Q5 三 一 Q2 十 Q3. 
15. 设 向 量 组 
Q 2 
ali=|3|,az= |0l,as=|2|,a4= |3 
1 3 1 


的 秩 为 2, 求 c ,6. 
解 ”对 含 参数 ci 和 2 的 矩阵 (ai,as,ai,az) 作 初等 行 变换 ,以 求 其 行 阶 
梯形 . 





1 2 人 2 2 au 2 
(ai,ad,ai,a)=|2 3 3 0| 一 一 0 1 3-2a 0 一 4 
ii 1 
1 人 多 
了 0 -1 3-2o 06-4|， 
0 0 ac-2 5-2 
于 是 Relay6a 4) 三 2 





全 R(ai,ai al 02)=2 会 42=2 且 0=5. 
注 把 含 参数 的 列 放 在 不 含 参数 的 列 后 面 , 常 可 简化 计算 . 
10 . 设 回 量 组 A:ail,az;iB:ala, aiiC:aly aa ,ai 的 秩 为 及 A 有 RRB 三 2， 
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Rec=3, 求 向 量 组 D:al,a,2a3-3a4 的 秩 . 
解 RaA=2 一 al,a; 线性 无 关 1 
Rz = 2 一 al,ai,ai 线性 相关 | 
一 由 定理 5 a3 可 由 ai ,az( 惟 一 地 ) 线 性 表示 为 ay = Aial + kaaai 
将 此 结果 代入 向 量 组 局 得 


1 0 2 
(ali,az,2aa--3a4)=(al,az,24ial+2A2a2 一 3a4)=(ai,az,ai)10 1 2 
0D ， 二 3 
1 0 2A， 
0 1 2A|= -3 和 0, 故 Rp=Rec=3. 
0 QQ 一 和 








17. 设 有 ?7 维 向量 组 A:ai,az,…,a,, 证 明 它 们 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 : 任 
一 2 维 向 量 都 可 由 它们 线性 表示 
证 一 ”必要 性 : 任 给 维 向 量 娟 , 则 宗 +1 个 向 量 al,az, ,ay,b 线 性 相关 
( 因 它 所 含 向 量 个 数 大 于 向 量 的 维 数 ). 又 因 4 组 线性 无 关 , 由 定理 S(3) ,可 知 
向 量 b 必 可 由 4 组 (惟一 地 ) 线 性 表示 . 
充分 性 : 设 任 一 维 向 量 能 由 A 组 线性 表示 ,特别 , 维 单位 坐标 向 量 ei， 
ea,…，,e 能 由 A 组 线性 表示 . 
于 是 有 九 三 尽 ( 匹 ) 往 RO4A) 委 7 
一 R(4A)=7 2 理 4 A 组 线性 无 关 . 
证 二 设 Ao 是 A 的 一 个 最 大 无 关 组 , 则 有 
A 组 线性 无 关 后 Au 组 即 为 A 组 会 Au 组 含 2 个 向 量 
后 Ao 组 为 "的 一 个 最 大 无 关 组 
写 任 一 2 维 向 量 可 由 Au 组 线性 表示 
合 任 一 2 维 向 量 可 由 4A 组 线性 表示 ( 因 Au 组 与 4 组 等 价 ). 
注 “证 一 主要 依据 教材 第 二 节 内 容 , 而 证 二 则 依据 第 三 节 内 容 , 它 借助 最 大 
无 关 组 作为 过 渡 ,使 证 明显 得 相当 简洁 .读者 应 对 每 一 步 的 充分 必要 推理 问 个 为 
什么 . 
18. 设 向 量 组 al,az,…,an 线性 相关 , 且 ai 夭 0, 证 明 存 在 某 个 向 量 
a (2 过 4 委 罗 ) ,使 a 能 由 ai,a,…,a 1 线性 表示 . 
证 一 ”因为 向 量 组 al ,az,…,aw 线性 相关 ,由 定义 知 ,存在 不 全 为 零 的 数 
ia 全 


AiaId 二 AMA2a2 十 … 十 Anan 三 0. (4.3S) 
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按 足 标 从 大 到 小 考察 上 式 中 系数 必 . 设 其 第 一 个 不 为 零 的 数 为 从, 也 即 人 天 0， 
但 和 =Aa=…= 和 =0. 此 足 标 &2. 如 若 不 然 ,该 式 成 为 hai=0. 由 al 
和 关 0 知 Mi =0, 此 与 这 些 系数 不 全 为 零 巴 盾 . 这 时 (4.5) 式 成 为 

AT 本 1 十 六 2 生 2 十 十 三 有 ,有 且 和 驴 天 0 和,A2 


41 Mk -1 
二 天 QK -1， 


于 是 上 述 向 量 ax 即 满足 要 求 . 

证 二 记 4=(ala,…,a). 由 题 设 ,4 的 列 向 量 组 线性 相关 , 故 R(A) 
< 罗 . 设 人 是 4 的 行 阶梯 形 , 则 人 中 一 定 存在 不 含 首 非 零 元 的 列 .注意 到 
A 的 第 1 列 含 首 非 零 元 , 故 &2. 因 ay 能 由 ai,…, ax 1 线性 表示 , 故 4 中 
对 应 的 ma 也 能 由 ai,… ,ak -1 线性 表示 . 

19. 设 





记 = C2+ 03 十 十 On， 


2=ailT+ C3 十 … 十 Oh， 


有 =CiI+Ca2+… 二 Cn-1， 
证 明 回 量 组 CI 0X2…， 0) 与 向 量 组 1 ,5 ,… ,让 ， 等 价 . 
证 列 向 量 组 gl,c:,…,a 和 有 ,5 …, 有 依次 构成 矩阵 4 和 吾 , 于 是 有 


有 =A4 天 ， (4.6) 
0 see 1 
站 0 ee 1 
其 中 系数 徐 阵 K 为 K=|， ， 
1 1 os 0 


其 行列 式 | 开 |=(2 -1)(-1)” 和 关 0(2 二 2)( 见 第 1 章 习 题 8(2)), 故 天 可 逆 . 
由 (4.6) 式 即 得 4=BK ,此 表明 ci,az,…,a, 能 由 记 ,5,…, 及 线性 表示 
(其 表示 的 系数 矩阵 为 民 -) ,从 而 ol aa，…,o， 与 有 ,有 ,有 等 价 . 

注 当 |K|=0 时 ,不 能 得 出 cl, ,ao 与 让 ,8 ,有 不 等 价 的 结论 ， 

20. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 与 3 维 列 向 量 * 满足 43xz=34xr 一 42xr, 且 向 量 组 x， 
4xr,42x 线性 无 关 ， 

(1) 记 y=4r,z=4y,P=(x,y,z), 求 3 阶 窍 阵 刀 ,使 4P= PB; 

(2) 求 14 1 

解 (1) 因 和 扼 阵 已 的 列 向 量 组 线性 无 关 , 故 已 可 逆 , 从 而 吾 = 己 4. 本 
题 的 困难 在 于 没有 具体 给 出 4 和 书 的 元 素 , 而 仅 是 它们 之 间 的 一 些 关 系 式 .下 
面 就 利用 这 些 关 系 式 来 计算 刀 . 
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4P=4(Cx,y,z)=(4xr,4y,4z). 
因 4r=y,4y=z,4z=A43xr=34x-A42x=3y7-z, 故 
AP =(y,z,3y 一 Zz) 


0 0 0 0 0 0 
=(x,y,z)|1 0 3| 三 要 |1 0 3 | ， 
0 1 -=-1 0 1 =1 
0 0 0 
于 是 B=P- 4P=|1 0 3 
0 1 =-1 


(其 实 抢 阵 下 就 是 向 量 组 4Ax,4Ay,A4Az 由 向 量 组 x,y,z 线性 表示 的 系数 矩阵 ) . 
(2) 由 中 = 已 :4P, 两 边 取 行列 式 , 便 有 |4|=1B|=0. 
21. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 


元 1 一 877 十 10 雹 3 十 274 三 05 21 一 3 一 人 3 二 人 三 05 
(1) 2z1 十 4zz+ 3Sz3 一 Z4= 三 0， [2 二 3 士 仿 二 5 寺 424 一 224 三 05 
3zi 填 8xa+ 6z5 一 224= 三 0 8zZi+7Tzz+6ro 一 3z 三 05 
(3 1 机 ( 殉 三 172 机 m 于 22 -十 瑟 =0. 
解 (1) 


1 -8 10 2 ri -8 1 2 
站 二 | 枉 有 误 一 科 一 一， 天 二 态 5 
本 


记 2 二 (一 5) 1 一 8 10 之 自 | 0 二 0 
一 一 |0 -4 3 1 0 -4 3 1 
ns 0 0 00 0 0000 
可 知 原 方程 的 同 解 方程 为 
人 Zl1 三 一 4z3， 
闵 反 
一 4zz+3z3+xz4=0 4 二 47 一 373. 
0 二 妈 
工 1\_ /0 1 0 
分 别 取 | "= j 和 | 】 ,得 基础 解 系 纪 = ,多 和 
习 3 0 1 0 ] 
4 三 志 





和 -一半 3 
(六 吉 三 | 富 和 示 一列- 一 -一 | 了 -下 
2 
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mmXTf = 人 雪 








-了 9 0 -2 1 
ri 十 3ma 汪 1 0 0 ， 
00 000 

可 得 同 解 方程 


ee ee 
一 > 


-7zl+z2=0 Z4 一 1921 十 2z3。 


1 0 
学 0 
分 别 取 | ，] = [0 和 | ) ,得 基础 解 系 辣 必 | 一 术 玫 站 人， 
工 3 0 1 0 1 
19 2 


注解 本 题 时 ,矩阵 的 初等 行 变 换 与 第 3 章 中 的 比较 ,已 有 了 一 些 变化 ,要 
求 概 念 掌 握 得 更 加 清晰 ,初等 变换 运用 得 更 加 娴熟 . 

(3) 4A=(m -1,…,1), 可 见 RO4A)=1, 从 而 有 7 -R(4A)= 交 -1 个 线 
性 无 关 的 解构 成 此 方程 的 基础 解 系 ,并且 由 


Zn 三 一 72X1 一 ( 允 一 1)z2… 一 2z 1， 
分 别 取 
| 1 0 0 
站 0 1 0 
殿 区 一 1 .0 0 1 
代 和 人 上 式 就 得 到 基础 解 系 : 
1 0 0 
0 1 
1 = 5 和 去 王 6 二 1 
一 刀 一 长 驳 一 二 一 2 
2 = 
22. 设 4= | 。 8, 求 -个 4x2 和 矩阵 妃 使 4B= 0, 且 R(B)=2. 


解 设 员 按 列 分 块 为 玉 =(bi,b2), 先 分 析 bp 具有 的 性 质 . 因 尺 ( 甩 ) = 
2 , 故 b ,5 线性 无 关 . 

又 因 4B=O= 一 4(b,p)=(0,0) 一 4b=0 且 4b=0 一 四 ,pb 是 方程 
4x=0 的 解 ; 并 且 这 方程 的 系数 矩阵 4 的 秩 R(4)=2. 于 是 可 知 i,b: 还 是 它 
的 一 个 基础 解 系 . 

2 1 
| =- 2 1 1 0 | 全 1 0 =2/ 





-一 一 一 -一 
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Z2=Szl 二 27r4， 


得 
人 


1 0 
分 别 取 | ，] = | oj 和 | 1 ,得 此 方程 的 一 个 基础 解 系 为 
民 4 
b=(1,5,8,0)I， 有 =(0,2,1,1)5. 

1 0 
于 是 , 令 刀 = (0 ,Db2) = 闪光 

8 1 

0 1 


就 满足 题目 的 要 求 . 
23. 求 一 个 齐 次 线性 方程 ,使 它 的 基础 解 系 为 


二 《1 23 全 :25 工 ,的 ”， 
解 ” 设 所 求 齐 次 线性 方程 为 
4x= 三 0. 

首先 考虑 此 方程 有 多 少 个 未 知 数 ” 有 多 少 个 方程 ? 因 5; 是 4 维 的 , 故 方程 有 4 
个 未 知 数 , 即 矩阵 4 的 列 数 等 于 4. 另 一 方面 , 因 基 础 解 系 含 2 个 向 量 , 故 由 定理 
7 知 R(4)=4-2=2, 因 此 方程 的 个 数 过 2 个 .这 样 ,我 们 只 需 构 造 一 个 满足 题 
设 要 求 而 行 数 最 少 的 矩阵 ,也 即 4 取 为 2x4 抢 阵 , 且 RC4A)=2. 

记 中 = (5 ,52) ,那么 

ee) 是 方程 4Ax=0 的 基础 解 系 

全 4B=O, 且 RCA)=2 

今 BI4I=O, 且 RATI)=2 

今 4T 的 两 个 列 向 量 是 BTIx=0 的 一 个 基础 解 系 ( 因 尺 (了 B)=2). 


/0 开 艺 和 0 1 2 汪 
| 二 -| | 
3 2 1 0 1 0 -1 -2 
得 基础 解 系 为 
?=(1 ,一 2,1,0)7T， 人 一 (2, 一 3,0,1)7， 
故 4 可 取 为 
世 光志 "| 
入 = 有 纤 
如 了 有 ”一 池 








对 应 齐 次 线性 方程 组 为 
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站 1 一 之 2 十 渤 5 二 0， 
251 一 377 十 元 二 0.， 


24. 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 
机 国生 


za 一 z4=0; za-za+zr4=0， 
求 (1) 方程 组 工 与 开 的 基础 解 系 ;(2) 工 与 下 的 公共 解 . 
解 (1) 求 方程 组 工 的 基础 解 系 :系数 矩阵 为 


1 1 0 | ， 人 1 0 | 
1 0 -1 一 0 -1 0 1/ 
其 基础 解 系 可 取 为 


eli=(-1,1,0,1)7， =(0,0,1,0)7; 
-1 1 
1 =-1! 
和 一 (1,1,0,=1)7， 人 2 三 (=10,15 六- 

(2) 设 x=(zi,zz,za,z4) 为 工 与 由 的 公共 解 ,下 面 用 两 种 方法 求 x 的 一 
般 表 达 式 . 

方法 一 x* 是 工 与 下 的 公共 解 扎 * 是 方程 组 下 的 解 ,这 里 方程 组 亚 为 工 与 
开 合 起 来 的 方程 组 , 即 


求 方程 组 了 的 基础 解 系 : 系 数 矩 阵 为 | 1 ] , 故 可 取 其 基础 解 系 为 


ZI 二 Z2 三 0， 
上 ， Z2 一 Z4 三 0， 
并 一 5 机 二 有， 
Z2 一 Z3 十 Z4 三 0， 
其 系数 矩阵 
1 1 0 0 1 0 0 1 
0 1 卫生 ， 0 1 4 一 | 
1 一 1 1 0 ”01T =2| 
0 玫 ” 二 了 1 0 0 0 0 
取 其 基础 解 系 为 (-1,1,2,1)T, 于 是 工 与 工 的 公共 解 为 
一 浊 
X 三 太 1 ， &ER 及 . 
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方法 二 以 工 的 通 解 x=(- civciyczvci)I 代 入 开 得 

| 一 长 直 一 化 9 + cz 三 0， 

三 之 cz 三 2c1. 
cl 一 cz+cl=0 

这 表明 工 的 解 中 所 有 形 如 (- ciycli,2ci,ci) 的 解 也 是 下 的 解 ,从 而 是 II 和 开 的 

公共 解 .于 是 IL 和 了 的 公共 解 为 


公 
过] 


25. 设 ，” 阶 矩阵 4 满足 42=4, 巨 为 阶 单位 矩阵 ,证 明 
R(A) 二 R(A- 瓦 )=7. 
提示 :利用 矩阵 秩 的 性 质 @ 四 和 图 . 
证 2 一 稚 
一 4(4- 开 )=O 
= 一 R(4)+R(4A- 瑟 ) 委 2 (和 矩阵 秩 的 性 质 @ ) . 
另 一 方面 ,由 抢 阵 秩 的 性 质 @ , 知 
R(A)+ 尺 ( 瑟 -4) 三 R(4A+(-4))= 尺 ( 巨 )=7， 
因 尺 (已 -4)=R(4- 巨 ), 故 由 以 上 两 个 不 等 式 知 ,R(4)+R(CA- 巨 )= 江 . 
26. 设 4 为 浆 阶 (2 人 2) 矩阵 ,4 为 4 的 伴随 矩阵 ,证 明 
1, 当 尺 (4)= 刀 ， 
R(4 ”)=11, 当 RG4)=7 一 1， 
0, 当 R(4) 委 一 2. 
证 (1) 当 R(4)= 交 时 ,|4| 和 0. 由 公式 44 ”=14| 瓦 ,得 
九 二 及 ( 了 )= 尺 (|4| 瑟 ) 委 R 民 (4 ) 过 ， 
从 而 R(4A )=7 
注 这 里 也 可 引用 习题 二 题 24 的 结论 . 
(2) 当 R(4) 委 2-2 时 ,由 矩阵 秩 的 定义 知 4 的 所 有 7 -1 阶 子 式 亦 即 
4 “的 所 有 元 素 均 为 零 , 即 4 =O, 从 而 R(4 )=0; 
(3) 当 R(4)=72-1L1 时 ,由 矩阵 秩 的 定义 ,4 中 至 少 有 一 个 ?2 -1 阶 子 式 不 
为 零 ,也 即 4 “中 至 少 有 一 个 元 素 不 为 零 , 故 R(4”) 三 1. 
另 一 方面 , 因 R(4)=72-1, 有 |41=0. 由 44 ”=|14| 巨 知 ， 
44 “=0. 
由 矩阵 秩 的 性 质 @@ 得 
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R(4)+RC4A ) 壹 7”， 
把 RG4)=7-1 代 人 上 式 , 得 R(4 ) 过 1. 综 合 以 上 两 个 关于 尽 (4”) 的 
不 等 式 , 便 有 R(4”)=1. 
注 “本 题 的 结论 很 有 用 ,值得 记 取 . 
27. 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 及 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 























系 : 
工 1 十 2 = 王 5， 一 274 273 324 三 1 二， 
(了 小 和 之 中 证 主人 
SF5l+ 3z2z+ 273 十 224 三 3; (2zl+ 4zz+ 2z3+ 4 = 一 6. 
解 (1) 增 广 和 矩阵 
和 
1 
5 2 引 全 0 =22 
rx(-l)f1 0 1 2 -41ns=(-2)f1 0 1 0 -=-8 
1 1 
2 
据 此 ,得 原 方 程 组 的 同 解 方程 
1 三 一 了 3 一 8， 
Z2= 三 3 二 13， 
Z4 三 2. 
_8 = 
13 1 
取 z3=0 得 特 解 引 = g ; 取 z3=1 得 对 应 齐 次 方程 基础 解 系 上 = 
立 0 
(2) 增 广 矩阵 
一 
且 =|5S 和 和 下 一 一 | 和 28 一 帮 14 一 56 


r3 一 2rl 














2 42 1 -6 0 14 -2 7 -28 
:00 9 0 4 -17 


一 一- 一 


着 一 之 7 
:20 00 
得 同 解 方程 组 为 


了 
2 
0 0 
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1 和 | 机 = 一 975 一 4 一 工 7， 
一 > 
7 
1-7za+za- 羡 ze=14 | ms=7za+ 冯 za+l4， 
一 全 放 
0 工 2 1 0 ， 
令 忆 = =0 得 特 解放 = .分 别 令 人 }=( ] 和 | ] ,得 对 应 齐 次 方 
14 立 4 0 1 
0 
程 的 基础 解 系 
一 9 =-4 
二 | 
1 一 务 到 7 
7 2 
] 


28. 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 h,m2 ,93 是 它 的 

三 个 解 向 量 , 且 
1 =(2,3,4,5)I， 1+93=(1,2,3,4) 工 ， 

求 该 方程 组 的 通 解 . 

解 ” 记 该 非 齐 次 方程 组 为 kx = ,对 应 齐 次 方程 为 kxr=0. 因 R(4)=3， 
由 定理 7 知 此 齐 次 方程 的 基础 解 系 由 1 个 非 零 解构 成 ,也 即 它 的 任 一 非 零 解 都 
是 它 的 基础 解 系 . 另 一 方面 , 记 向 量 上 =271-(?92+173), 则 

45 =A4(291 一 92 一 73) 
=2411 一 41 -4173=20--D 一 =0， 

且 直 接 计 算得 上 = (3,4,5,6) 天 0. 这 样 , 就 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 根 据 非 齐 次 
方程 组 解 的 结构 知 , 原 方程 组 的 通 解 为 


大 三 E 十 人 三 十 AGERR. 


3 
4 
S 
0 


CQ 
之 
10 


29. 设 有 向 量 组 A :al = ,人 , Q3 = 1] | 及 向 量 b = 


8|， 


2 
3 
4 
S 
作 
1 
4 一 元 


























问 c ,8 为 何 值 时 
(1) 向 量 不 能 由 向 量 组 A 线性 表示 ; 
(2) 疝 量 六 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 且 表 示 式 惟一 ; 
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(3) 向 量 丸 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 表 示 式 不 惟一 ,并 求 一 般 表 示 式 . 
解 ” 记 和 抵 阵 4=(ai,a,ai), 那 么 方程 
4x 三 古 (4-7) 
有 解 全 六 可 由 装 量 组 4A 线性 表示 ,因而 本 题 可 以 归结 为 含 参数 的 非 齐 次 线性 方 
程 的 求解 (可 参看 第 3 章 相关 习题 ) . 
(1) 当 方程 (4.7) 的 系数 行列 式 
有 一 六 
2 1 1 
10 5$ 4 
方程 44.7) 有 惟一 解 ,从 而 向 量 ， 能 由 A 组 线性 表示 , 且 表 示 式 惟一 ; 
(2) 当 c= -4 时 , 增 广 矩阵 


和 关 0， 即 和 -4 时 ， 




















[= 二 有 
(4A,bD)=| 2 1 1 8| ro0 1 1+28 
10 5 站 1) 有 SO OO.T 一 1 一 人 一 58 
7r3 十 72 2 1 0 二 风 一 上 


一 一 一 -一 


0 0 1 1+28 

0 0 0 -38 

于 是 当 8 天 0 时 ,方程 (4.7) 无 解 , 从 而 向 量 b 不 能 由 A 组 线性 表示 ; 
(3) 当 c= -4,8=0 时 ， 


9 


有 证 ”这 汪 











2 1 0 =-1 
《着 5E》 _ > |0 0 1 5 
0 0 0 0 





R(C4)=R(4,D)=2<3, 方 程 (4.7) 有 无 限 多 解 ,从 而 向 量 可 由 A 组 线性 表 
示 , 且 表示 式 不 惟一 . 
因 方 程 (4.7) 的 通 解 为 
1 | 
一 2 -1 
0 1 
故 刀 由 向 量 组 A 线性 表示 的 一 般 表 示 式 为 
到 
一 (2c+1) 
1 


人 C 


一 (2c+1) 
| 


运 到 C 和 及. 


下 二 站 




















D =A4x=(aqalyaz,a3) =<cal 一 (2c+1l)az+as，c<ER. 








30. 设 
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C1 2 &1 
Q 一 |a; = |p |,c=|c> (az+D3 天 0,=1,2,3)， 
Q3 1 03 C3 




















21522i 必 十 biIy+ci=0， 
ea oo， p2y+cz=0, 相 交 于 一 点 的 充 要 条 件 为 向 量 组 a, 线性 
L3:c3Zz+O3y+cs=0 
无 关 , 且 向 量 组 ae,b,e 线性 相关 . 
证 三 直线 ,la ,43 相交 于 一 点 


呈 非 齐 次 方程 (ob) 人 上- -ce 有 惟一 解 
人 Ra,D)=R(a,b,c)=2 
兮 向 量 组 a ,2 线性 无 关 , 且 向 量 组 ae,b,ce 线性 相关 . 
31. 设 矩 阵 4=(ai,az,ai,ai), 其 中 az,ai,a4 线性 无 关 ,al=2aa 一 ai3. 
向 量 )= ail+a+ai+ai, 求 方程 Ax=pb 的 通 解 . 
解 显然 这 是 一 个 四 元 方程 .先决 定 系数 矩阵 4 的 秩 . 因 az,as,as 线性 无 
关 , 故 尺 (4)3. 又 
QI1 能 由 Q2，Q3 线性 表示 
人 al,qa,a3i 线性 相关 
人 al,az,ai,a4 线性 相关 (部 分 相关 则 整体 相关 ) 
之 R(4) 委 3. 
综合 上 面 两 个 不 等 式 , 有 R(4)=3, 从 而 对 应 齐 次 方程 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 
数 为 4-3=1. 进 一 步 ， 
ali=2a2 一 43 人 41 一 2a+as=0 
xY=(1, -2,1,0) 是 方程 Ar=0 的 解 
=>x=(1,-2,1,0): 是 它 的 基础 解 系 ， 
又 六 =ai+a2+aas+a4 
全 xY=(1,1,1,1) 是 方程 kx = 的 解 ， 
于 是 由 非 齐 次 线性 方程 解 的 结构 , 原 方程 的 通 解 为 
] 1 
四 一 世 


0) 1 
32. 设 人 9 是非 齐 次 线性 方程 组 hx = 的 一 个 解 ,5 ,5 ,6 是 对 应 
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的 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 , 证 明 
(1) 19” ,5 线性 无 关 ;(2) 9 ,9 ”+E 1 十 上 -线性 无 关 . 
证 (1) 设 有 关系 式 
Ac 了 十 有 SI 土 闻 十 = 二 0， (4.8) 
用 卸 阵 4 左 乘 上 式 两 边 ,并 注意 题 设 条 件 ,得 
0 三 赤 ( 人 ON ”十 语 人 十 环 十 丰 = 起 os 
=A0AT 二 AI4SITT… 十 妈 nrAE ,一 Rob， 
但 和 夫 0, 由 上 式 知 已 =0, 于 是 ,(4.8) 式 成 为 
ET 十 A2E2 十 zs 十 色 -5n-r 二 0. 
因 疝 量 组 上 ,6 ,… ,5 是 对 应 齐 次 方程 的 基础 解 系 , 从 而 线性 无 关 , 于 是 A， 
二 类 王后 -0 十 定义 知 本人 性 无 关 . 
(2) 设 有 关系 式 
X03 十 AT 十 ED) 二 … 二 Mr( 2 二 -rr)=0， 
也 即 (二 和 二 二 全 二 罗 人 
由 (1) ,向 量 组 1 ” ,后 ,…,E， ,线性 无 关 , 故 11=h=…=， ,=0 并 且 )0+ 
+ 和 +hn-r=0, 于 是 ho 也 等 于 0, 故 所 给 向 量 组 线性 无 关 . 
注 显然 , 因 4(1+E)=41 +A45=0, 故 + 是 原 方程 组 的 解 . 
于 是 本 题 的 意义 在 于 : 若 有 解 的 非 齐 次 线性 方程 的 系数 矩阵 的 秩 为 >, 则 它 有 
. 一 -+1 个 线性 无 关 的 解 . 而 习题 34 则 进一步 揭示 它 恰 好 有 7 -+1 个 线性 
无 关 的 解 ,并 且 它 的 任 一 解 都 可 由 它们 线性 表示 . 
33. 设 人 ,… ,1 , 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ahx = 厂 的 个 解 , ，…,R, 为 实数 ， 
满足 Ai+A2+…+ 有 =1. 证 明 x=Aimi+A29 +…+AT, 也 是 它 的 解 . 
证 因 4x = 三 4A(AiTI+A2712 十 十 A) 
=AlI( ATI)+AAT2) 二 十 人 (AT) 
=&ID+AR2D+…+ 有 RD 三 (AI+A+…+ 有 R)D 三 六 ， 
故 x= 有 Ti+A21 人 十 … 和 + 也 是 方程 4z= 必 的 解 . 
34. 设 非 齐 次 线性 方程 组 hx =z 的 系数 矩阵 的 秩 为 ,向量 Ti ，…, 7 1 
是 它 的 站 -+1 个 线性 无 关 的 解 ( 见 32 题 之 注 ). 试 证 它 的 任 一 解 可 表示 为 
天 三 下 [ 恒 1 十 十 友人 【其 下 于 字 十 名 = 并) 
证 首先 ,由 33 题 可 知 ,上 式 向 量 x 是 方程 的 解 . 
其 次 , 设 向 量 记 是 方程 的 任 一 解 , 记 向 量 名 = 全 一 和 -1 2 有 一 
r, 则 &; 是 对 应 齐 次 方程 的 解 , 且 后, 上, ,5 ,线性 无 关 ( 其 理由 与 习题 32 的 
证 明 完 全 类 似 , 可 作为 练习 ) ,于 是 它 就 是 对 应 齐 次 方程 的 一 个 基础 解 系 .这 样 B 
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就 可 由 它 以 及 ?，,+ 1 线性 表示 , 即 存在 数 M; ,>,…,A， ,使 
及 三 Ai 过 十 An -= 十 中 一 rt 
二 人 这 证 二 
二 庆 和 于 
二 41 四 1 十 … 十 An -rz 四 -十 An-r+l 好 一 -+1， 
下 载 遇 二 大 二 和 十 坟 -is 
注 “此 题 事 实 上 给 出 了 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 的 另 一 表达 式 . 
35. 设 V,=1lxr=(zlyz…yz)TI|zi…ziER 满 足 zl+…+z=0|， 
V=ixz=(rzz)Ilz…zER 满 足 zi+…+z=1|， 
问 ww ,V2 是 不 是 向 量 空间 ? 为 什么 ? 
解 (1) ww 是 向 量 空间 ,理由 是 
(D Wi 非 空 :(0,0,…,0)TE Vi 
(ii) ww 对 于 向 量 的 加 法 和 数 乘 封闭 .事实 上 ， 
Vx=(zlyza yzn) yy=(y yn)E Viy 


则 有 x+y=(zi+yz+yeyt 十 册 )TM=(Mziyhza yz)I 
因 ZI(z+y)= Zrz+2%=0+0=0， 
4 ES PE 


| 
=1 4=1 
故 x+DyEVI， 下 坟 < 二 
(2) V; 不 是 向 量 空 间 . 事 实 上 , 取 
a=(1,0,…,0)7，5=(0,1,…,0)TEV，， 
那么 a+b=(1,1,…,0)TEV, 即 V; 对 向 量 加 法 不 封闭 . 

36. 由 ai=(1,1,0,0)I,az=(1,0,1,1) 所 生成 的 向 量 空 间 记 作 Li ,由 中 
=(2,-1,3,3)7,b=(0,1,-1,-1) 所 生成 的 向 量 空间 记 作 工 ;, 试 证 L = 
民 

证 因 对 应 分 量 不 成 比例 , 故 at,a; 线性 无 关 ,D ,pb2 也 线性 无 关 . 又 因 
和 让 1 2 0 
1 0 1 | 一 一 0 = .=3 
0 1 3 -1 0 0 0 0| 
人 了 
于 是 Rai,az)=R(Di,b)=ROaiaz,bi,b)=2, 由 定理 2 的 推论 , 知 向 量 组 
ai,az 与 bi,b2 等 价 , 从 而 


(al ,az ,pb1 ,52) = 三 
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大 二 和 二 

37. 验证 al=(1,-1,0)T,az=(2,1,3)T,ai=(3,1,2)7 为 Ra 的 一 个 基 ,并 
把 wj=(5,0,7)I,o=(-9,-8,-13)5 用 这 个 基线 性 表示 . 

解 ” 本题 本 质 上 就 是 例 10 及 习题 14. 只 不 过 是 以 向 量 空间 的 语言 来 叙述 . 























因 
1235 -9 上 
(al,az,aioo)=|-1110 -8l2tl0345 -17 
0 327 -13 0 3 27 -13 
3 5 下 引 20 8 -3 
一 一 4 5 -17| 一 030 9 -9 
5 
本 
一 一 o 10 3 -3|， 
”001 -1 -2 








据 此 可 知 (ai,az,aa3) -5 王 , 从 而 R(ai,az,ai)=3, 故 Qly Q2，Q3 是 RR3 的 
一 个 基 ; ui, 这 用 此 基线 性 表示 式 为 


zi=2al+3az 一 aiym=3al 一 3a 一 203. 
38. 已 知己 的 两 个 基 为 


1 1 1 1 
1 0 0 2 
1 -1 1 1 
(1) 求 由 基 al ,az,as 到 基 b ,bz,b3 的 过 渡 窍 阵 已;(2) 设 向 量 x 在 前 一 基 中 
的 坐标 为 (1,1,3), 求 它 在 后 一 基 中 的 坐标 . 

解 (1) 记 和 矩阵 4A=(ai,az,ai), 有 =(bi,b2,b3). 因 ai,az,a3i 与 bb， 


ba 均 为 R 的 基 , 故 4 和 了 召 均 为 3 阶 可 逆 矩 阵 .由 过 渡 和 矩阵 定义 ， 


@&1 三 ) Q2 二 ，Q3 三 及 四 = , D2 三 ,六 3 三 


2 
3 
4 























3 
4 
3 

















(bp ,pb3)=(al,a2,a3) 忆 或 刀 = AP 
一 P=A4 -1B. 
利用 第 3 章 介绍 的 方法 可 求 已 如 下 : 








1 人 三 宇 沪 上 人 汉 地 4 
(4,B)=|1 00234| 一 -|I0 1 0 小 “二 全 ， 
1 二 工 王 本 及 001 一 ! 0 一 1 
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2 3 4 
从 而 P=4-B=| 0 =-1 0 | ; 
-1 0 -=-1 
1 咏 
(2) 由 (ai,a,as)|1|=(bi,b,b3)|yz | ,这 里 yi,ya,ys 是 xx 在 后 一 基 中 
3j 了 3 
的 坐标 ,得 
yi 1 1 疼 
y|=(b,5,b3) (al,az,a)|1|=B 41I=P-|1I. 
3 可 3 寻 
1 3 4 3y1 41f11 (1-8 
因 P-I=- 半 | 0 2 0|, 故 |> = -六 和 人 = 
-1 -3 -2 病 -1 -3 -2j13 5 
习题 4( 附 答案 和 提示 ) 
4.1 选择 题 


(1) 向 量 组 A:ai,az,…,an( 允 三 3) 线 性 无 关 的 充 要 条 件 是 ( 3 

(a) 存在 不 全 为 零 的 数 El,Az,，… ,tn ,使 Elal+Aaaz+…+Rnan 天 0 

(b) 向 量 组 A 中 任意 两 个 向 量 都 线性 无 关 

(ce) 向 量 组 A 中 存在 一 个 向 量 , 它 不 能 用 其 余 向 量 线性 表示 

(d) 向 量 组 A 中 任意 一 个 向 量 都 不 能 用 其 余 向 量 线性 表示 

(2) 设 向 量 组 ai ,az,as 线性 无 关 , 则 下 列 向 量 组 线性 无 关 的 是 ( ); 

(a) al+az,az+a, ai 一 Qi 

(b) ali+az,az+as,al+2aa+a3 

(c) al+2az,2a2z+3a3i,3as+ al 

(d) al+az+aai，2ali 一 3az+22aa,3al+Saz 一 5a3 

(3) 设 向 量 能 由 向 量 组 al ,…,aw 线性 表示 ,但 不 能 由 向 量 组 [1 :ai,…,aw 1 线性 表 
示 . 记 向 量 组 T :al,…,a。 1i,p, 则 ( ) ; 

(a) 向 量 aw 不 能 由 向 量 组 工 线性 表示 ,也 不 能 由 向 量 组 工 线 性 表示 

(b) 向 量 av 不 能 由 向 量 组 工 线性 表示 ,但 能 由 向 量 组 开 线 性 表示 

(ce) 向 量 aw 能 由 向 量 组 工 线性 表示 ,但 不 能 由 向 量 组 开 线性 表示 

(d) 向 量 av 能 由 向 量 组 工 线性 表示 ,也 能 由 向 量 组 开 线 性 表示 

(4) 设 gt,aaz,…,a, 为 7 维 列 向 量 ,B 是 2Xxz 和 矩阵 .下 列 正确 的 是 ( ) ; 
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(a) 若 al,aa,…,a, 线性 相关 , 则 Ba ,Ba ,… ,Ba, 线性 相关 

(b) 若 gil ,aa,…,a 线性 相关 , 则 Bal ,Ba ,… ,Bu, 线性 无 关 

(c) 若 gl ,aa ,…，,a, 线性 无 关 , 则 Ba ,Ba: ,… ,Bu, 线性 相关 

(d) 茶 cl,a, ,wa, 线性 无 关 , 则 Ba ,Ba .… ,Ba, 线性 无 关 

(5) 已 知 Wi,ma: 是 非 齐 次 方程 hx=z 的 两 个 不 同 的 解 ,上 ,5: 是 对 应 齐 次 方程 hx =0 
的 基础 解 系 ,Ai ,AGER 及 , 则 方程 kx=b 的 通 解 是 ( ) 


十 
(a) 局 晤 十 妇 ( 和 十 外)+ ( 辣 丙 戎 + 有 (本 有)+ 


计 
c) Ali 十 2(1 十 四 2 ) 十 (d) 后生 + 和 (和 一人 + 


4.2 设 向 量 组 al ,az,as 线性 无 关 , 问 常数 !,m 满足 什么 条 件 时 ,向 量 组 B:a: - ai， 
7a3i 一 aa,al- ai 也 线性 无 关 ? 


了 ”1 
和 











可， 了 2 全 全 而 
3 设 &=|21 2 加 1 | ,4b ,5 线性 相关 , 求 工 . 
3 0 1 
4.4 设 向 量 组 4A : 
1 1 1 1 
0 1 -1 2 
CGI1 二 2 ,Q2 二 3 , QX3 三 + ,04 二 
3 5 1 a+8 


又 向 量 B=(1,1,2+3,5), 问 ea,8 为 何 值 时 , 记 可 由 向 量 组 A 惟一 地 线性 表示 ,并 写 出 表示 
起 


及 
4.5 设 4 为 站 阶 窍 阵 ,a 为 ?7 维 列 向 量 , 记 和 矩阵 5=| 二 |, 且 R( 有 B)=R4), 证 
C 


明 : 齐 次 线性 方程 Bx =0 必 有 非 零 解 . 
4.6 设 线性 方程 组 LI 和 I[: 
3 十 2 元 27 十 并 5 一 3z4 三 1 
[:4altzl+aazz2z+a3z3 二 ad4z4=Q5， 
bzl+barz+0b3srs+b4z4=05， 
351 一 了 2 十 二 3 一 324 三 1， 
荆 rarontemres 
pl1Zzl+O2zz2z+b3r3+ 44 三 05， 
已 知 方程 组 I 有 通 解 上 -1,1,1,0)7+(1,-3,1,1)7, 求 方程 组 开 的 一 个 特 解 . 
4.7 设 ) 阶 方 阵 4 满足 4"*= 互 ,证 明 (1)4 可 逆 ;(2) R(A 一 互 )+R(A+ 五 )= 刀 ， 
4.8 设 4 为 双 X7 矩阵 , 它 的 关 个 行 向 量 是 某 个 ”元 齐 次 线性 方程 的 一 个 基础 解 系 ， 
又 中 是 关 阶 可 逆 和 矩阵, 证明:B4 的 行 向 量 也 是 该 线性 方程 的 一 个 基础 解 系 . 


4.9 设 4 是 m 阶 不 可 逆 和 矩阵, 若 4 的 伴随 矩阵 4 "不 是 零 矩 阵 , 求 方程 Ar=0 的 通 解 . 
4.10 设 ，” 维 向 量 组 S:al ,a: ,…,a, 线性 无 关 , 证 明 存 在 齐 次 线性 方程 hx =0, 使 向 量 
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组 S 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 
4.11 已 知 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 2, 并 且 hi ,ma ,ns 是 它 的 三 个 解 ， 


且 
， 们 1 十 力 2 三 


人 1 十 人 3 二 ， 四 2 十 加 3 二 


惟 上 mm hh 
人 有一 
<】 个 上 


求 该 方程 组 的 通 解 . 
4.12 设 四 元 齐 次 方程 组 工 : 
2zl+3xz? 一 Z3 三 0， 
ZI+2za+2Z3 一 4 二 0， 


且 已 知 另 一 四 元 齐 次 方程 组 工 的 一 个 基础 解 系 为 


2 = 

-1| |: 
了 ,52 4 

1 Qd+8 


(1) 求 方程 组 工 的 基础 解 系 ; 

(2) 问 a 为 何 值 时 ,方程 组 工 与 下 有 非 零 公共 解 ,并 求 出 全 部 公共 解 . 

4.13 设 R 中 的 向 量 在 两 个 基 中 的 坐标 变换 公式 为 yi = zi-za 一 zaya= 一 ZI+Za， 
=z+2z3, 求 从 一 个 基 到 另 一 个 基 的 过 渡 和 矩阵 . 


答案 和 提示 


4.1 (1) (d) ,参看 问 4.1;(2) (c) ,参看 例 6 之 析 ;(3) (b); 
(4) (a), 记 4=(al,c, ,as), 则 4x=0 有 非 零 解 B4Ax=0 有 非 零 解 ;!(5) (b)， 











三 仙 0 1 
4.2 和 关 1 ,提示 :(bi,ba,b3)=(alaz,as)| 1 -1 0|, 参 看 例 6 之 析 . 
0 天 去 
后.3， 匹 三 三 外。 
4.4 当 a 天 -1 时 ,及 能 由 向 量 组 A 惟一 地 线性 表示 :8 = - -ai + 2 os + 
54 


4.5 提示 :R(B)=R(4)<z+1l, 故 方程 Br=0 必 有 非 零 解 . 

4.6 提示 :在 方程 组 工 的 通 解 中 取 &= 3, 得 方程 组 工 的 特 解 x=(-2.0,4,1)5, 因 它 的 
第 2 个 分 量 为 零 , 故 也 必 是 方程 组 开 的 特 解 . 

4.7 (2) 提示 :(4- 瑟 )(4+ 瑟 )=O, 仿 照 习 题 25， 
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4.8 略 . 
4.9 提示 :由 题 设 条 件 可 知 R(4)=72-1. 又 44*=14|IBE=O, 故 4 "的 列 向 量 都 是 
4x=0 的 解 ,不妨 设 Aj 天 0, 则 4 ”的 第 ; 列 非 零 , 于 是 原 方程 组 的 通 解 为 
x= 有 (AAAn)T,RER . 
4.10 提示 :参看 习题 23. 


2 
4.11 提示 :从 所 给 关系 式 中 可 求 得 = 二 ,又 和 一 砚 , 刘 一 珊 是 对 应 齐 次 方程 
6 
的 基础 解 系 ,于 是 通 解 为 
1 1 2 
局 | 二 下 | 和 二 || 二 丰 
1 2| 215 
1 必 6 
4.12 (2) 当 a 天 -1 时 ,方程 组 工 与 由 有 非 零 公共 解 ,公共 解 为 
2 于 
2 2 
天 三 Cl 十 C2 全 ,clyc2z 和 ER . 
1 ? 


4.13 设 旧 基 与 新 基 ( 列 向 量 组 ) 构 成 矩阵 4 与 也 , 则 召 = 4P, 这 里 己 即 为 所 求 的 过 渡 
和 矩阵 .由 坐标 变换 公式 





XI1 立 ! 二 “到 入 于 2 1 
2 | =P-|z|=>P-I=|-1 1 0|=>p=| :2 1 | . 
3 3 1 0 2 -1 -1 0 








相似 矩阵 及 二 次 型 


基本 要 求 


1. 了 解 向 量 的 内 积 ,长度 `. 正 交 、 标 准 正 交 基 、 正 交 符 阵 等 概念 ,知道 施 密 特 
正 交 化 方法 . 

2. 理解 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 ,了 解 其 性 质 , 并 掌握 其 求法 . 

3. 了 解 相似 矩 阵 的 概念 和 性 质 , 了 解 矩 阵 可 相似 对 角 化 的 充 要 条 件 . 

4. 了 解 对 称 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 , 掌 握 利用 正 交 矩阵 将 对 称 阵 
化 为 对 角 阵 的 方法 . 

5. 熟悉 二 次 型 及 其 矩阵 表示 ,知道 二 次 型 的 秩 .掌握 用 正 交 变换 把 二 次 型 
化 为 标准 形 的 方法 . 

6. 会 用 配方 法 化 二 次 型 为 规范 形 . 知 道 惯性 定理 . 

7. 知道 二 次 型 的 正定 性 及 其 判别 法 . 


内 容 提 要 


1. 向 量 的 内 积 ,长度 ` 正 交 
(1) 两 ” 维 向 量 


六 .yn 
的 内 积 为 [x,y]=Zy1+TZ2y2 十 十 Tayn 三 半 [》， 
(2) 非 负 实数 | zl =w[Lx,xzj] 称 为 向 量 x 的 长 度 . 当 | xl =1 时 ,向 量 x 
称 为 单位 向 量 .x=0 全 | xl =0. 
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(3) 当 [x,y]=0 时 , 称 向 量 x 与 ? 正 交 . 零 向 量 与 任何 向 量 都 正 交 <. 
2. 正 交 向 量 组 

一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 称 为 正 交 向 量 组 . 正 交 向 量 组 一 定 线性 无 关 . 
施 密 特 正 交 化 : 设 向 量 组 A :ali,az,…，,ar 线性 无 关 , 令 











D1 三 说 1 
[aa ,bi] 
52 三 Qz 一 于 胁 3 
”ol2 
坟 三 [ab 人 
本 [区 


则 ,5 ,D, 为 正 交 向 量 组 , 且 与 向 量 组 A 等 价 . 
设 ” 维 向 量 el, ex, …,er 是 向 量 空间 V (VSR") 的 一 个 基 , 如 果 el， 
ez,…,e 两 两 正 交 , 且 都 是 单位 向 量 , 则 称 它 是 V 的 一 个 标准 正 交 基 . 
3. 正 交 和 抢 阵 
若 交 阶 矩 阵 4 满足 4T4 = 五 , 则 称 4 为 正 交 和 矩阵 . 
4 为 正 交 和 矩阵 会 4I4 = 了 人 44 = 已 
后 A 可 道 , 且 4 = 4 
今 4 的 行 ( 列 ) 向 量 组 是 R" 的 标准 正 交 基 . 
4. 特征 值 与 特征 向 量 “ 设 4 为 ” 阶 矩 阵 
(1) 若 有 数 人 及 非 零 列 向 量 上 ,使 
洲 和 二 0 帮 ， 
则 称 是 4 的 特征 值 ,E 为 4 的 对 应 于 特征 值 X 的 特征 向 量 . 
(2) 14- 和 |=0 称 为 特征 方程 ,特征 方程 的 根 就 是 4 的 特征 值 .在 复数 范 
围 内 ” 阶 矩 阵 4 有 ?” 个 特征 值 ( 重 根 按 重 数 计 算 ) . 
(3) 设 ,2,…, 是 4 的 ”个 特征 值 , 则 
(iT 十) 十 … 十 和 三 iT 十 公开 十 -十 罗 和 
(ii) Ah)=det 4A,A 可逆 全 4 的 特征 值 全 不 为 零 ; 
(ii) 车 和 是 4 的 一 个 特征 值 ,p(A)=ao+aih+…+anh”, 则 2(A) 是 矩 
阵 p(4) 的 特征 值 , 这 里 
p(4)=ao 忆 +al4T+T… 二 anA”. 
(4) 设 4 是 方 阵 4 的 特征 值 , 则 齐 次 方程 
(4--A)ME)x=0 
的 非 零 解 就 是 方 阵 4 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 . 
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对 应 于 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 . 

5. 相似 失 阵 设 4,B 为 ?” 阶 矩阵 ， 

(1) 若 存在 可 逆 矩 阵 卫 ,使 P-14P= 吾 , 则 称 4 与 马 相 似 . 

若 4 与 刀 相 似 , 则 4 与 妃 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 特征 值 . 

(2) 若 和 矩阵 4 与 对 角 阵 相似 ( 称 4 能 对 角 化 ), 即 若 存在 可 逆 和 矩阵 尸 , 使 
P -14P=A4=diag(hi,) hv), 则 

(i) Ai,)2,…,h， 是 4 的 ”个 特征 值 ; 

(ii) 书 的 第 ; 个 列 向 量 是 4 的 对 应 于 特征 值 ; 的 特征 向 量 . 

和 矩阵 4 能 对 角 化 的 充 要 条 件 是 4A 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

6. 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 

(1) 对 称 矩 阵 的 性 质 : 

(i) 对 称 矩 阵 的 特征 值 都 是 实数 ; 

(i) 对 称 和 矩阵 的 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 ; 

(iii) 给 定 对 称 阵 4 ,存在 正 交 阵 已 ,使 

P-I4AP= PI4AP=A4=diag() 2，…,)，). 

(2) 对 称 阵 4 对 角 化 的 步骤 : 

(iD 求 出 4 的 全 部 互 不 相等 的 特征 值 hi,…，, 和 ,它们 的 重 数 依 次 为 Si,…， 
SLS1 十 十 5 三 九 ); 

(ii) 对 每 个 *; 重 特征 值 M,, 求 方程 (4 -1 五 )x=0 的 基础 解 系 , 得 si 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 .再 把 它们 正 交 化 .单位 化 ,得 *; 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 . 
因 s +…+s=7), 故 总 共 可 得 ”个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 ; 

(ii) 用 这 z 个 向 量 构成 正 交 阵 己 , 便 有 了 -4AP=PI4P=A. 

7. 二 次 型 化 标准 形 


(1) 二 次 齐 次 函数 

区 allizt 人 Qnr 生 24i2Z1Z2 小 2Gn-1aZn Ta 
称 为 (z 元 ) 二 次 型 . 

令 四 =aA=(a)sxoz=(zi…yz)T, 那 么 上 列 二 次 型 的 矩阵 形式 为 


天 证 ) 二 六 着 。 
对 称 和 矩阵 4 称 为 二 次 型 了 的 矩阵 ,并 规定 二 次 型 扩 的 秩 为 4 的 秩 . 
(2) 二 次 型 研究 的 主要 问题 是 :寻求 可 逆 线 性 变换 x= Cy ,使 
(CCy) = JCTACY = AT + 全 十 十 Aoy 
这 种 只 含 平 方 项 的 二 次 型 称 为 标准 形 . 特 别 地 ,如 果 标 准 形 中 的 系数 处 只 在 1， 
-1,0 三 个 数 中 取 值 ,那么 这 个 标准 形 称 为 二 次 型 的 规范 形 . 
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(3) 对 于 方 阵 4 和 了 如 , 若 有 可 逆 和 矩阵 C ,使 CI4AC= 了 3, 则 称 4 与 殖 合 同 . 
把 4 化 为 中 的 变换 称 为 合同 变换 . 
对 二 次 型 fxz)=xI4x 作 可 逆 线 性 变换 *= Cy, 相 当 于 对 4 作 合同 变换 ; 
把 二 次 型 化 成 标准 形 相 当 于 把 4 用 合同 变换 化 成 对 角 阵 , 即 寻 求 可 逆 和 矩阵 C， 
使 CI4AC=diag(RI，…,，). 
(4) 给 定 ?元 二 次 型 fx)=xrI4axr (4I=4), 存 在 正 交 变换 x = Py ,使 
7 帮 Py) = 多 P AP = 了 AhAy = Aiyi+h232 + 十 ny 
其 中 Ai, 2,…,)， 是 对 称 阵 4 的 ”个 特征 值 . 
(5) 也 可 应 用 配方 法 化 二 次 型 成 标准 形 (或 规范 形 ) 
8. 惯性 定理 .正定 二 次 型 
(1) 惯性 定理 ” 设 二 次 型 三 的 标准 形 为 
和 = Ai+…+Ry (天 0i=1,2,…,r)， 
那么 系数 已 中 正 数 的 个 数 是 确定 的 (上 式 中 项 数 > 为 了 的 秩 , 也 是 确定 的 ). 
二 次 型 三 的 标准 形 中 正 ( 负 ) 系 数 的 个 数 称 为 二 次 型 了 的 正 ( 负 ) 惯 性 指数 . 
若 二 次 型 太 的 秩 为 ~, 正 惯性 指数 为 , 则 太 的 规范 形 为 
大 站 
(2) 如 果 Vx 天 0, 总 有 Cr)>0 (或 <0), 则 称 二 次 型 是 正定 (或 负 定 ) 
的 .并 称 了 的 矩阵 4 是 正定 (或 负 定 ) 的 , 记 作 4>0 (或 4<0). 
广 = xI4x 正 定 后 三 的 正 惯性 指数 户 = 7? 
今 4 的 ?个 特征 值 全 为 正 
兮 三 的 规范 形 为 扩 = yy 
后 4 合同 于 单位 阵 书 
全 4 的 各 阶 主子 式 全 为 正 . 


学 习 要 点 


本 章 的 中 心 议题 是 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 问题 .对称 和 矩阵 可 以 相似 对 角 化 ,也 可 
以 合同 对 角 化 ,而 求 得 正 交 阵 书 , 使 
P-LI4P= PI4P=A4=diag(hi, 2，…,A，)， 
这 样 的 对 角 化 (不 妨 称 为 正 交 相 似 对 角 化 ) 既 是 相似 ,又 是 合同 .因此 ,学 好 本 章 
的 关键 是 掌握 对 称 矩 阵 正 交 相 似 对 角 化 的 原理 和 步骤 .其 他 概念 如 向 量 的 内 积 、 
长 度 . 正 交 , 施 密 特 正 交 化 过 程 . 正 交 抢 阵 .特征 值 与 特征 向 量 等 等 都 围绕 着 正 交 
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相似 对 角 化 的 原理 和 步骤 这 一 中 心 议题 , 学 这 些 概 念 是 解决 中 心 议 题 的 需要 , 故 
在 学 习 时 要 着 重 掌握 这 些 概 念 与 中 心 议题 的 联系 . 

二 次 型 化 标准 形 是 对 称 和 矩阵 合同 对 角 化 的 直接 应 用 , 故 二 次 型 的 矩阵 表示 
是 必须 掌握 的 ,这 是 用 抢 阵 方法 解决 二 次 型 问题 的 前 提 . 由 于 二 次 型 在 解析 几 
何 、 工 程 技术 、 经 济 学 等 各 方面 有 广泛 的 应 用 ,是 一 项 很 有 用 的 知识 , 故 对 于 用 配 
方法 化 二 次 型 成 标准 形 ( 或 规范 形 ) 以 及 惯性 定理 ` 二 次 型 的 正定 性 等 知识 需 有 
所 了 解 . 


释疑 解难 


问 5.1 在 向 量 空间 中 定义 内 积 有 什么 意义 ? 

答 在 向 量 空间 中 ,向量 之 间 的 运算 只 定义 了 加 法 与 数 乘 ( 统 称 为 向 量 的 线 
性 运算 ). 如 果 把 三 维 向 量 空 间 R3 与 解析 几何 中 三 维 几 何 空间 相 比 较 ,就 会 发 现 
前 者 缺少 向 量 的 几何 度量 性 质 , 诸 如 向 量 的 长 度 两 向 量 之 间 的 夹 角 ,等 等 .但 向 
量 的 几何 度量 性 质 在 许多 问题 中 (包括 几何 问题 ) 有 着 特殊 的 地 位 .在 R" 中 引入 
向 量 的 内 积 , 就 能 合理 定义 向 量 的 长 度 两 向 量 之 间 的 夹 角 等 ,使 之 进一步 成 为 
一 个 可 度量 的 向 量 空间 ,于 是 也 就 有 了 正 交 向 量 组 .单位 向 量 .标准 正 交 基 . 正 交 
矩阵 和 正 交 变换 等 概念 . 

问 5.2 下 列 三 个 矩阵 























是 否 相 似 ? 


答 召 可 由 交换 4 的 第 2,3 列 及 第 2,3 行 得 到 . 令 已 = , 则 已， 





一 





1 
0 
0 


忆 ， 盖 已 


= 了 , 且 P4P- = P4P = 也， 
由 和 矩阵 相似 的 定义 , 知 4 与 吾 相 似 . 同 理 ,好 与 C 相似 ,再 由 相似 关系 的 对 称 性 
和 传递 性 ,三 个 矩阵 两 两 相似 . 

把 上 述 结 论 一 般 化 : 若 把 对 角 阵 4 的 对 角 元 交换 次 序 变 为 对 角 阵 4 , 则 人 
与 4) 相似 . 

问 5.3 大 和 矩阵 4 与 吾 相 似 , 则 它们 有 相同 的 特征 值 . 反 过 来 , 若 和 矩阵 4 与 
中 有 相同 的 特征 值 ,那么 :(1) 它们 是 否 相 似 ? (2) 在 什么 条 件 下 ,它们 必定 
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相似 ? 
答 (1) 若 4 和 妃 有 相同 的 特征 值 ,它们 可 能 相似 ,如 问 5.2 中 矩阵 4 和 
下 ;也 可 能 不 相似 ,例如 , 取 


， 坦 1 
ss 
0 1 0 1 


则 易 求 得 两 矩阵 的 特征 值 相同 , 均 为 1. 但 二 者 不 相似 , 因 若 不 然 , 就 存在 2 阶 可 
道 矩 阵 已 ,使 

有 = P-I4AP=PIEP= 了 上 ， 
与 史 天 下 矛盾 . 

(2) 当 ? 阶 和 矩阵 4 和 了 吾 都 能 对 角 化 时 , 若 它 们 有 相同 的 特征 值 , 则 它们 一 
定 相 似 , 证 明 如 下 : 

设 ” 阶 和 矩阵 A 和 了 都 能 对 角 化 且 特 征 值 相 同 . 于 是 ,4 与 对 角 阵 4 相似 ,也 
与 对 角 阵 4 相似 .由 于 4 与 人; 的 对 角 元 都 是 4( 或 下) 的 特征 值 , 只 是 排列 的 
次 序 不 同 , 由 问 5.2 知 4 与 4 相似 ,从 而 4 与 再 相似 . 

问 S.4 若 )” 阶 矩阵 4 的 秩 R(4)=r<72 ,那么 ,(1) 和 =0 是 不 是 4 的 
7 r 重 特征 值 ?” (2) 什么 情形 下 ,=0 一 定 是 4 的 交 -~ 重 特征 值 ? 

答 (1) =0 一 定 是 4 的 特征 值 , 但 不 一 定 是 -> 重 ,2 -是 对 应 特征 
值 0 的 线性 无 关 特 征 向 量 的 个 数 .例如 


令 4=-|。 1 , 邢 和 RCA)= 1,0 是 4 的 二 重 特征 值 人 不是， 重 的 ; 


令 4= (。 0 , 邢 和 R(4)=0,2 -~=2, 而 0 恰好 是 4 的 二 重 特征 值 . 
(2) 若 4 能 对 角 化 ,特别 若 4 为 对 称 阵 ,那么 0 一 定 是 4 的 交 -- 重 特征 
值 .说 明 如 下 : 设 有 可 逆 和 矩阵 己 使 
P-I4P=A4=diag(hMi, ,hv),Ai 2 为 特征 值 ， 
那么 R(A)=R(A)=),)2, ,中 非 零 个 数 ， 
于 是 7 一 -=7-RA)=A)) ,中 零 的 个 数 
= 特征 值 X=0 的 重 数 . 
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一 、 教 材 例 题 剖 析 
例 3 已 知 al=(1,1,1)5, 求 一 组 非 零 向 量 aa ,ai ,使 al ,az,as 两 两 正 交 . 
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析 求解 本 例 的 第 一 步 是 把 所 提问 题 归 结 为 求 一 个 齐 次 线性 方程 的 正 交 基 
础 解 系 . 求 齐 次 线性 方程 的 正 交 基础 解 系 是 一 个 常见 的 问题 ,本 例 给 出 了 这 个 问 
题 的 一 种 解法 : 先 求 出 一 个 基础 解 系 , 再 把 所 求 得 的 基础 解 系 正 交 化 , 便 得 正 交 
基础 解 系 . 

例 7 设 ) 是 方 阵 4 的 特征 值 , 证 明 

(1) 和 2 是 42 的 特征 值 ; (2) 当 4 可 逆 时 ,过 是 4 一 的 特征 值 . 

例 8 设 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,-1,2, 求 4*+34-25 的 特征 值 . 

析 此 两 例 的 目的 是 熟悉 特征 值 的 一 个 重要 性 质 , 即 若是 4 的 特征 值 ， 
则 

(i) p(A) 是 矩阵 p(4A)=aoE+ai4+…+ankA2” 的 特征 值 ,这 里 wp(z)= 
而 0 半 衣 1 让 二 2 村 讽 芝 员 

(i) 当 4 可 逆 时 ,1 *p(A) 是 矩阵 4 *p(4) 的 特征 值 . 

特征 值 的 这 一 重要 而 优良 的 性 质 ,使 计算 4 和 4-!( 当 A 可 闭 时 ) 的 寡 及 
多 项 式 的 特征 值 变 得 特别 方便 ,因为 它 归 结 为 对 应 多 项 式 数值 的 计算 . 


例 13 疫 4=| ， 下 未 jw， 

析 本 例 的 目的 是 掌握 用 矩阵 对 角 化 理论 计算 矩阵 的 寡 及 多 项 式 . 将 第 2 
章 例 14 和 例 15 与 本 例 相 比较 ,相同 的 是 目标 :给 出 4 ,要 求 4". 不 同 的 是 已 知 
条 件 :前 者 需要 三 个 条 件 (i) 关 系 式 4P = P4 ,(ii) 可 逆 和 矩阵 P,(iii) 对 角 阵 4; 
而 后 者 不 需 任 何 条 件 . 恰 好 相反 ,我 们 正 是 由 4 求 得 已 和 4( 它 们 都 不 惟一 ) , 进 
而 求 得 

4"= P4A"P -=Pdiag(A1，,A2) . 
因此 后 者 更 具 理论 性 和 实践 性 .可 以 形象 地 说 前 者 是 矩阵 运算 的 操练 ,而 后 者 是 
理论 指导 下 的 系列 运作 . 
另外 ,虽然 4 和 己 都 不 是 惟一 的 ,但 4" 却 是 惟一 确定 的 ,这 点 也 请 读者 注 


二 、 例 题 增 补 
例 $.1 若非 零 向 量 厅 与” 维 向量 组 A:al,a:,…,a, 中 向 量 都 正 交 , 则 向 
量 组 A 必 线 性 相关 . 


证 ”本题 也 即 表明 在 向 量 空间 R"” 中 同时 与 一 个 非 零 向 量 正 交 的 线性 无 关 
的 向 量 至 多 是 ， -1 工 个 .这 在 三 维 几 何 空间 R2 中 是 显然 的 . 
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记 宛 阶 和 矩阵 4=(oal,c cy) ,由 xi8=0(=12,…,2) 得 | |5=0， 


即 4I8=0, 而 有 尖 0, 表 明 方程 4Ix=0 有 非 零 解 之 R(A)=RGC4ATI)<m ,从 而 
向 量 组 4 线性 相关 . 
例 5.2 设 4 是 ” 阶 和 矩阵,)=2,4,…,272 是 4 的 ”个 特征 值 , 求 行列 式 
14=-3 瑟 | 的 值 . 
解 一 设 和 是 4 的 特征 值 , 则 和 -3 是 矩阵 A-3 的 特征 值 .于 是 ,由 A 
有 特征 值 2,4,…,272 知 4 -3 巨 就 有 特征 值 -1,1,…,22 -3, 并 且 是 它 的 全 部 
特征 值 . 
又 由 特征 值 的 性 质 得 
14=-3 瑟 |= 它 的 全 部 特征 值 之 积 
=(--1)xlx…x(22 一 3) 
一 一 3XSX'…X(27 一 3) = 一 (27 一 3)11. 
解 二 根据 矩阵 可 对 角 化 求解 . 
因为 4 有 7 个 不 同 的 特征 值 , 所 以 4 可 对 角 化 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 尸 ,使 
忆 -AP = diag(2,4,…，,27) 
全 4A = Pdiag(2,4,…,272) 忆 -1 
一 4-3 忆 = P[diag(2,4,…,272) -3 五 ]P-1. 
上 式 的 两 边 取 行列 式 ,并 由 和 抢 阵 取 行 列 式 性 质 , 得 
-1 


|4-3|= | 己 | | PP 一 | 








2 九 一 3 
= 一 | 了 PIl. |P-I(3x5sx…x(22 -3)) 
=-- |PP-!|(3xSx…Xx(22 一 3)) 
=--3x5x…Xx(22 一 3)=-- (2 -3)11. 
例 $S.3 设 4 是 ” 阶 对 称 阵 ,已 是 ” 阶 可 逆 和 矩阵 .已 知 ” 维 列 向 量 w 是 4 
的 对 应 于 特征 值 X 的 特征 向 量 , 求 矩阵 (PP -4P)I 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 
量 . 
解 记 了 =(P -14P)TI, 则 有 
了 = (P-I4AP)I= PI4TI(P-)T = PI4(PTI) 1， 
它 表 明和 抢 阵 召 与 4 相似 ,从 而 4 是 中 的 特征 值 . 
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设 二 是 中 的 对 应 的 特征 向 量 , 下 面 寻 找 扣 与 a 的 关系 . 因 
了 = 
全 PPIA(PI)-1E = 和)E 
4 
兮 (PI) -2 是 4 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 ， 
于 是 有 关系 式 (PIT)-1E=w, 即 上 =PIa 是 矩阵 (P -4P)I 的 对 应 于 特征 值 入 
的 特征 向 量 ， 
例 S.4 设 3 阶 方 阵 A 的 特征 值 M,=1,) =2,)3=3, 对 应 的 特征 向 量 &， 
=(1,1,1)7,52=(1,2,4)7,53=(1,3,.9)7. 又 向 量 有 =(1,1,3)7, 求 40 
解 一 利用 4 的 相似 对 角 阵 求 4". 
因 4 的 3 个 特征 值 相 异 ,于 是 4 能 对 角 化 . 记 和 矩阵 PP=(6 ,5 ,E), 则 忆 
可 逆 , 且 


P-I4P = diag(1,2,3) = 4， 
































也 即 4=PAP :上 . 
于 是 4” = PA4?P-:, 从 而 4"= PA?P-18. ( 节 
先 利用 初等 行 变换 求 出 忆 7P: 
11 1 1 ti00 2 
(PE - 直 
149 3 0 0 1 1 
得 PP-18=(2,-2,1)7I, 代 和 人 (5.1) 式 
二 江 . 体 有 2 一 2?+1 ++3" 
4"p= |1 2 3 2 -2|= |2=-22+2+3n+1|. 
1 4 9 叶 儿 各 要 = 
解 二 


将 向 量 有 用 5 ,上 ,53 线性 表示 ,再 根据 特征 回 量 的 定义 求解 . 
el,e),E3 是 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 , 故 上 ,上 E,E; 线性 无 关 , 于 


是 向 量 让 必 可 由 此 向 量 组 (惟一 地 ) 线 性 表示 , 它 的 表示 式 可 由 矩阵 的 初等 行 变 
换 得 到 





了 (100 2: 
(ee,E,B)= 1 23 1 一 -|0 10 -2|， 
1 3 0 0 1 1 











于 是 丰 =251 一 252+ 535. 
用 4 左 乘 上 式 两 边 ,因为 各 (1 委 i 委 3) 是 特征 向 量 , 因 而 有 


418 = 2451 一 2452 + 453 = 21151 一 24252 + 1353， 
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同 理 可 得 4 吧 =24151 一 24352+T A353 =251 一 2 52+3"53 
2 一 22+1+3? 
2 一 227+2 二 32+1 
2 一 2?+3 十 32+2 
(2 
-1 
4 AAA -3 

解 因 )=0 是 4 的 特征 值 , 故 |41=0 之 -(R-1)2=0 人 一 &=1，, 进 而 
14=-)EI=)2(L-A) ,可 知 =0 为 4 的 二 重 特征 值 ,对 应 于 它 的 特征 向 量 为 
4x =0 的 非 零 解 . 因 








例 S5.5 设 4= 有 特征 值 0, 问 4 能 和 否 对 角 化 ? 








3 到 
-1 1 
4 1 
也 即 对 应 于 =0 的 线性 无 关 的 特征 向 量 只 有 一 个 .于 是 4 只 有 两 个 线性 无 关 
的 特征 向 量 , 故 4 不 可 对 角 化 . 

例 5.6 已 知 二 次 型 


三 =Szt+5z+azri 一 2zrtr+6zrlz3 一 6z223 


R(C4A)= 民 =2 一 4x=0 的 基础 解 系 由 一 个 向 量 构成 ， 





一 
1 
到 





的 秩 为 2. 
(1) 求 参 数 c 以 及 此 二 次 型 对 应 矩阵 的 特征 值 ; 
(2) 指出 F(zi,za,z3s)=1 表 示 何 种 曲面 . 
解 (1) 二 次 型 广 的 矩阵 





























本 证 当 二 二 -一 志 
是 直下 -二 
邓 ”一 名 Q 0 0 aa 一 3 
因 了 的 秩 为 2, 也 即 矩 阵 4 的 秩 为 2, 由 上 式 知 c =3. 
当 w=3 时 ,4 的 特征 多 项 式 
5 we D“ 汉 0 
二 | 和 
3 六 二 和 当 二 
1 0 0 
(4 一 0 
条、 去 昨 ，" 营 汉 通 








于 是 ,4 的 特征 值 为 1=0,h2=4,13 三 9. 
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并 1 了 1 


(2) 由 定理 6 知 ,存在 正 交 变换 | zz | = 己 | | ,其 中 卫 为 正 交 矩阵 ,使 二 次 














3 .y3 


型 在 新 变量 yi ,yz,ys 下 成 为 标准 形 
三 = 4 +9y3. 
于 是 ,曲面 A(zi,za,zs)=1 今 4 +9=1. 此 方程 在 几何 上 表示 准 线 是 
yaOy3 平面 上 棍 圆 .母线 平行 于 y 轴 的 椭圆 柱 面 . 
例 5.7 下 列 矩 阵 中 ,与 矩阵 


A = 





己 IN 一 
忆 一 ) 
一 定 二 





合同 的 矩阵 是 哪 一 个 ?为 什么 ? 
1 1 条 -1 ] 
1 1 (c) 二 沁 -1 
1 -1 -1 -1 
答 ”应 选 (b) .理由 是 : 
易 求 得 4 的 特征 值 是 i; =1,a= -1,3=3, 于 是 ,4 所 对 应 的 二 次 型 的 标 
准 形 中 正 项 项 数 ( 正 惯性 指数 ) 尹 =2, 负 项 项 数 ( 负 惯 性 指数 )9 = 1. 
合同 的 二 次 型 应 有 相同 的 正 、 负 惯性 指数 , 故 选 (b). 
例 5.8 设 4 为 3 阶 对 称 阵 ,4 的 秩 R(4)=2, 且 满足 条 件 
43+242 = 0. 
(1) 求 4 的 全 部 特征 值 ; (2) 当 & 为 何 值 时 ,4 + AE 为 正定 矩阵 ? 
解 (1) 设 ) 是 4 的 特征 值 ,由 题 设 知 1 必 满 足 
13+212 = 0 一 人 =- 2 或 1 =0. 
上 式 说 明 4 的 特征 值 只 可 能 在 -2 和 0 中 取 值 ,但 到 底 有 没有 特征 值 -2? 有 
几 个 ? 这 需要 进一步 讨论 . 
因为 4 是 对 称 阵 , 故 4 必 相 似 于 对 角 阵 4; 又 因 R(4)=2, 从 而 R(A)=2, 于 是 ， 
人 的 对 角 元 素 中 恰好 有 两 个 -2, 一 个 0. 据 此 ,4 的 特征 值 为 =)2= -2,)3=0. 
(2) 首先 注意 到 ,对 任意 的 &, 因 4 是 对 称 阵 ,4 + AE 仍 是 对 称 阵 , 故 欲 使 
之 成 为 正定 阵 只 需 令 4 + kiE 的 特征 值 全 为 正 即 可 . 
由 (1 ) 4 的 特征 值 为 -2, -2,0 
4+AE 的 特征 值 为 -=2+R, 一 2+R, 
字 当 &>2 时 ,4+AE 的 特征 值 全 为 正 
兮 当 &>2 时 ,4+AE 为 正定 矩阵 . 


(al) (b) (d) 
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习题 解答 


1. 设 ae=(1,0,-2)I,b=(-4,2,3)T,e 与 a 正 交 , 且 =)Ma+ec, 求 人 和 


解 以 ai 左 乘 已 知 关 系 式 两 边 得 
aTb = MaTa +arec， 
因 a 与 c 正 交 , 有 arIc=0;a 夫 0, 有 arIa 尖 0, 故 得 


工 


Q 10 
从 二 -二 
二 . 帮 一 人 2 
进而 cc 三洲- 一 AM =| 2|+2| 0|= | 
有 一 忆 一 1 






























































1 一 攻 
下 0 1 1 
(1) (ali,az,a3) = 上 党 省 (2) (al ,az ,43) = 
一 全 0 1 
E, 刘 : 
| 1 0 
1 1 
2 了 < 的 = 1 -二 
解 (1) Di =al 1 ,单位 化 得 卫 1 | 思 -万 业 | 5 
1 1 
三 业 一 
[bi,az] 6 1 
= a2 一 二 - 雯 |1|= 0 | ,单位 化 得 pm = 天 | 0|， 
[ 珊 y 且 ] 3 由 
1 1 1 
1 1 一 1 
[biya3] [b2 ,as3] 14 8 1 
人 
19 .1 332 9 1 1 1 











| 工 
单位 化 得 P= 下 如 和 = 下 全 21 1 7 


(一 2. 一 


注 这 里 并 没有 直接 对 83 单位 化 ,而 是 对 (1, -2,1) 7 单位 化 ,小 小 的 技巧 
给 计算 带 来 不 小 的 方便 . 


(页 志 襄 总 攻 硬 -DT, 单 位 化 向 量 为 语 (1.0, -1,1T， 
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一 

一 

一 
hm 








和 引 和 3wasssa 吉 上 
1 1 1 
三 重 1 1 一 1 
， [sm [are | 引 ,2| 人 2|-3| -1| 3 
“ [pi ,Di] ) [252 ,bz] 9 1 | 1 3| 
0 1 1 8 


1 工 
立 化 在 一 (一 1 353 4) 。 
其 单位 化 癌 量 为 7 ) 


3. 下 列 矩 阵 是 不 是 正 交 和 矩阵 ? 并 说 明理 由 : 











L 

2 邹 9 9 

1 1 8 1 4 

(1) 7 1 | ; (2) 9 9 9 
二 有 

3 过 9 9 9 


解 (1) 不 是 , 因 第 1 个 列 向 量 不 是 单位 向 量 ; 
(2) 是 ,因为 此 和 矩阵 的 3 个 列 向 量 构成 Rs 的 标准 正 交 基 , 即 它 们 两 两 正 交 ， 
并 且 都 是 单位 向 量 . 
4. (1) 设 x 为 元 维 列 向 量 ,xIx=1, 令 吾 = 巨 -2xx7 ,证 明 瑟 是 对 称 的 正 交 阵 ， 
(2) 设 4, 了 都 是 正 交 阵 , 证 明 4 也 是 正 交 阵 . 
证 (1) 对 称 性 :HI=( 瓦 -2xxrT)I= 下 一 2(xxT)TI= 五 -2xrTI= 万 . 
正 交 人 性: 五 互 = 瑟 "( 由 互 的 对 称 性 ) 
= (下 一 2xxT)( 瑟 -2xxT) 
= 玖 一 4xxTI+4(xxI)(OxxT) 
= 开 --4xxI+4x(xrIxr)xrI (和 矩阵 乘法 结合 律 ) 
= 开 (xlIx=1). 
注 “ 本题 即 第 二 章 例 9. 
(2) 证 一 (4B)I(4B)=BI(4AT4) 有 =BIB ( 因 4T4= 五 ) 
= 五 (因子 IB8 = 五 )， 
由 定义 知 4B 为 正 交 阵 ; 
证 二 因 4, 思 为 正 交 阵 , 故 4, 忆 均 可 道 , 且 4 -1=A4TI,B = 有 TI 于 是 
4 中 可逆, 上 且 有 


(4B)- = 了 BA4A-LI=BI4I= (4B)T， 
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从 而 4B 是 正 交 阵 . 
5. 设 al,az,asi 为 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 ,b， = 了 ai+ 习 az+ 全 ob 











才 凤 
本 Q1 二 3 42 了 may 娩 == - 拖 oi+ 瑟 oa- 全 aa, 证 明 Di ,ppD3 也 是 两 两 正 交 的 
单位 向 量 组 . 
和 
2 4 2 2 4 2 
= -9laal]+Tlaaz]-gla'ol= -+0-5=0， 


故 bi 与 2 正 交 ,类 似 可 证 轴 与 a,b2 与 b3 正 交 ， 
1 
oo [和 人- 二 


] 4 4 1 4 4 
= 本 [al,alj+Tg[azaz+g[lasas]=9+g+9=l， 


故 思 为 单位 向 量 ,类 似 可 证 bz ,bs 为 单位 向 量 . 
证 二 ”把 题 设 条 件 写成 矩阵 形式 


四 
3 


四 | 一 


(bi ,ba ,pa3)=(al,az,a3) 


we we 


工 
3 9 
2 


3 
上 式 记 为 刀 =4K. 因 4 的 列 向 量 组 为 两 两 正 交 单 位 向 量 组 , 故 4 4 = E3; 因 
开 为 正 交 阵 , 故 玉 I 开 = 瑟 3. 于 是 
BTB=(AK)TI(AK)= 天 TI(AIA) 开 = 开 TK= 瑟 ;， 
这 表明 了 的 列 向 量 组 , 即 b ,b: ,pb3 是 两 两 正 交 单位 向 量 组 . 
注 “上面 所 述 矩 阵 4 和 也 均 不 一 定 是 方 阵 ,因而 不 能 当 作 正 交 阵 . 
6. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 


we we 


四 | 一 











0 0 0 1 
2 -1 2 1 2 3 
1)| 5 -3 3 (2 思 2 业 ,有 6 
1 了 人 二 人 -人 
1 0 0 0 
2 一 和 -1 
解 (1) |4-)E|=| 5 一 3 一 人 3 
一 1 0 -2 一 Ai 
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儿 三 志 全 了 12 一 2 
c 了 一 (和 十 2)6Ei 
3 一 内 二 一 

安 灿 0 0 
按 一 展开 | -1 12 一 2 cz 一 cl =- 村 村 二 
(1+A)) 
3+A 和 7+SA| cs(+h) 3+A 4 

= 一 (1I+2)3， 


所 以 人 A 的 特征 值 为 ,= =AX3= 二 汪 (三 重 根 ). 
对 于 特征 值 -1, 解 方程 (4+ 正 )x=0. 由 











| 2 7 
A 十 巨 == 3 一 昌 3 ”人 |9- 二 
二 浊 全“ 二 到 0 0 0 





得 特征 向 量 p=(-1, 一 1,1)7; 
注 ， 请 读者 注意 ,在 求 特征 值 时 ,尽量 避免 对 三 次 多 项 式 作 因 式 分 解 . 


























1 一 和 ] 3 -(1+)) 2 3 
Ct 一 C2 
(2) |4-=-) 瑟 |=| 2 1 一 人 和 1+A 1 一 A 
3 3 6- 0 3 6-A) 
ci 六 ( 下 + -1 3 
(1L+A7| 0 3-AX 6 
z2 十 7 
0 3 6-1) 
3 一 人 6 
= 一 (1+A)) | = -aa+DQ-9) 





所 以 4 的 特征 值 为 = -1,)>=0,)3=9. 
当 和 = 一 1 时 , 解 方程 (4+ 已 )x=0, 由 



































2 了 放 L 1 
丰 直 轨 = |2 2 3 引 一 -00 训 一 "|o00 1 
3 3 7 0 0 0 0 0 0 
得 对 应 的 特征 向 量 下 =( 一 1,1,0)7; 
当 )2=0 时 , 解 方程 hx=0, 由 
1 2 3 1 2 3 1 3 站 
是 二 | 售 二 下 一 一 |0 = 二 让 一 玉生 天 一 位 王 1 
3 了 在 人 0 0 0 0 0 0 











得 对 应 的 特征 向 量 =(-1,-1,1)7; 
当 )3=9 时 , 解 方程 (4 一 9 五 )x=0, 由 
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- 间 了 3 = 
站 一 站 二 | 二 一 | 二 | -5 
3 3 =3 | 
0 000 和 二 
| 全 -二 和 | 于 让 
0 -2 1 0 000 
1 
得 对 应 的 特征 向 量 p3 = | 
2 
(3) 特征 多 项 式 为 
= 人 
证 
|4-=-) 玉 |= 一 
0 1 一 不 0| 5 一 5 = 一 治 1 
t 1 - 汉 
人 
| = -1 





所 以 4 的 特征 值 为 1; =)， = 一 1,)3=)4=1. 
当 )i=)2= 一 1 时 , 解 方程 (4+ 五 )x=0, 由 


1001 1001 
0110 ”lo110 
4 + 丐 = 
0 110 0 0 0 0 
1001 0 0.00 
得 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 为 


pl =(0,-1,1,0)7，p = (-1,0,0,1)7; 
当 )3=A4=1 时 , 解 方程 (4 一 巨 )x=0, 由 


区 各 0 0 1 一 0 0 1 
贡 < 省 1 0| 0 -1 1 0 
4 一 下 = 
0 下 一 1 0 0 0 0 
1 0 人 一 渤 0 0 0 0 
得 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 为 


p3 = (1,0,0,1)T,p4 = (0,1,1,0)7. 
7. 设 4 为” 阶 和 矩阵 ,证 明 4T 与 4 的 特征 值 相同 . 
证 4 的 特征 值 是 特征 多 项 式 |4 - ) 王 | 的 根 , 同 样 47 的 特征 值 是 特征 多 
项 式 145-) 巨 | 的 根 , 但 根据 行列 式 性 质 1, 这 两 个 特征 多 项 式 是 相等 的 : 
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|4-)iE|=1(4-)E)TI= 14T-)E|， 
从 而 它们 的 根 也 相同 , 即 4 与 4T 的 特征 值 也 相同 . 
注 这 里 特征 值 相同 的 含义 是 : 若 Mo 是 4 的 & 重 特征 值 ,那么 它 恰 好 也 是 
4 的 & 重 特征 值 . 
8. 设 ” 阶 和 矩阵 4,B 满足 RC4)+R(B)<72 ,证 明 4 与 妃 有 公共 的 特征 值 
和 公共 的 特征 向 量 . 
证 显然 尺 (4)<7. 另 一 方面 ， 
R(4) < 7 捕 4 不可逆 全 0 是 4 的 特征 值 ; 
同 理 ,0 也 是 下 的 特征 值 , 于 是 4 与 妃 有 公共 的 特征 值 0. 
4 和 中 对 应 人 =0 的 特征 向 量 依次 是 方程 kx=0 和 Bxr =0 的 非 零 解 .于 是 
4 与 也 有 对 应 于 = 0 的 公共 特征 向 量 


4x -0, 有 非 零 角 
Bx =0 


兮 方程 组 





= 方 程 | - 0 有 非 零 角 =R|3j< 
另 一 方面 ,由 矩阵 秩 的 性 质 @ 
人 
R[5j- R(4I,BTIT) 雪 R4AI)+ROBI) = RA)+R(B) < 7， 


综 上 ,4 与 中 有 公共 的 特征 向 量 ， 

9. 设 42?-34+2=O, 证 明 A4 的 特征 值 只 能 取 1 或 2. 

证 设 人 是 4 的 特征 值 , 则 2-31+2 是 42-34+2 忆 =O 的 特征 值 .但 
是 , 零 矩 阵 只 有 特征 值 0, 故 2-31+2=0= 一 =1 或 =2. 

注 “ 本 题 并 不 是 说 4 必须 有 特征 值 1 和 2, 例 如 当 4 = 五 时 ,满足 题 设 条 
件 , 但 4 只 有 特征 值 1. 

10. 设 4 为 正 交 阵 , 且 det 4= -1, 证 明 = -1 是 4 的 特征 值 . 








证 =-1 是 4 的 特征 值 会 |4+ 五 |= 0， 
因此 只 需 证 |4 + 五 | =0. 而 
|4+ 五 |= |4+A4I4|= |(EE+AI)4I= 14+ 瑟 |. 14|=- 14+ 瑟 |， 


字 2|4+ 五 |=0 一 |4+ 刁 |=0. 
11. 设 ) 和 0 是 关 阶 矩阵 4wx,*B,xwm 的 特征 值 ,证 明 ) 也 是 ” 阶 矩 阵 BA 
的 特征 值 . 
证 ”根据 特征 值 的 定义 证 明 . 
设 4 是 矩阵 4B 的 非 零 特征 值 ,5 是 对 应 于 它 的 特征 向 量 , 即 有 
4BE = 1E. (5.2) 
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用 和 矩阵 中 左 乘 上 式 两 边 ,得 

(B4)BE = B(4BE) = BE = 1(BE)， 
若 BE 和 关 0, 则 由 特征 值 定 义 知 ,》 为 B4 的 特征 值 .下面 证 明 BE 夭 0. 事实 上 ,由 和 
夫 0, 上 夫 0, 有 15 和 0, 再 由 (5.2) 式 得 4BE 天 0, 因 此 BE 天 0. 

12. 已 知 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 1.,.2,3, 求 14 -542+741. 

解 令 p(1)= 和 -5 +71. 因 1,2,3 是 4 的 特征 值 , 故 p(1)=3,p(2) 
=2,p(3)=3 是 p(4)=42 -542*+74 的 特征 值 .又 :p(4) 为 3 阶 方 阵 ,这 样 
2(1),p(2),2(3) 便 是 p(4) 的 全 部 特征 值 .由 特征 值 性 质 得 

det(p(4)) = p(1)p(2)p(3) =3x2x3=18. 

13. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,2,-3, 求 14 "+34+2| . 

解 ”本 题 与 例 8 相仿 .由 特征 值 性 质 得 | 41=1x2x(-3)= 一 6, 于 是 4 
是 可 逆 和 矩阵 ,并且 4 "=1414- = -64 ,以 此 代入 得 

8B=A4" +34+2FPEP=-64-1+34+2 开 . 
因为 当 ) (天 0) 为 4 的 特征 值 时 ,-6A +34+2 是 也 的 特征 值 .分 别 取 、 = 
1,2,-3 知 -1,5,-5 是 中 的 全 部 特征 值 , 故 | 也 |=(-1)x5x(-S)=25. 

注 “习题 12 和 习题 13 中 都 需 给 出 4 的 所 有 特征 值 (如 果 有 重 根 , 还 需 给 
出 各 重 根 的 情况 ). 因 此 4 为 3 阶 方 阵 的 条 件 是 不 可 缺少 的 . 

14. 设 4,B 都 是 ” 阶 矩 阵 , 且 A 可 逆 , 证 明 4B 与 B4 相似 . 

证 因 4 可 首 , 故 

B4=(4-14)B4 = 4 (4B)4， 
由 定义 ,4B 与 B4 相似 . 





2 0 1 
15. 设 算 阵 4A= 13 1 zz 可 对 角 化 , 求 工 . 
4 0 5 
解 ” 先 求 4 的 特征 值 
立 一 亿 0 1 
114- ) 琅 |= 3 1 一 和 工 -| 明 
| 4 5 一 和 
4 0 S--A 








= (1 一 1) (6 一 1)， 
所 以 AM =)=1( 二 重 根 ),)3=6( 单 重 根 ). 
竹 是 A 可 对 角 化 
全 4 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (由 定理 4) 
汪 4 对 应 于 二 重 特征 值 1 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (定理 2 的 推论 ) 
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全 方程 (4 -已 )x=0 的 系数 矩阵 的 秩 R(A- 互 )=1 (上 一 章 定理 7)， 











1 0 1 1 0 1 
另 一 方面 4- 瑟 =|3 0 zi| 一 -|0 | 
4 0 14 0 0 0 
于 是 R(4A- 瑟 )=1 拓 z=3. 
1 2 -1 2 
16. 已 知 p=| 1| 是 矩阵 4A=| SS na 3 | 的 一 个 特征 向 量 . 
-1 -1 6 =-2 














(1) 求 参数 < ,8 及 特征 向 量 咏 所 对 应 的 特征 值 ; 

(2) 问 4 能 不 能 对 角 化 ? 并 说 明理 由 . 

解 〈1) 利用 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 ， 

设 p 所 对 应 的 特征 值 是 , 则 由 题 设 ,(4-) 巨 )p=0, 即 

2-X 和 -1 2 1 
3 Q& 一 人 3 1 
-1 6 -2-\) 狼 -1 

于 是 得 到 以 < ,2 ,，) 为 未 知 数 的 线性 方程 组 : 


= 0. 














入 十 二 三 0， 
| arz-s 一 =-1l,a=-3,0 = 0. 
+A+1=0 

(2) 4 不 能 相似 于 对 角 阵 .理由 是 : 当 a= -3,5=0 时 ,容易 求 得 4 的 特征 
多 项 式 (1) =14 -和 和 EE|=-(+1)3, 故 MX= -1 是 4 的 三 重 特征 值 .但 
A+ 巨 天 0O, 从 而 R(4+ 巨 ) 二 1, 故 齐 次 方程 
(4+E)x=0 
没有 3 个 线性 无 关 的 解 .于 是 4 也 就 没有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 .由 定理 4 
知 4 不 能 相似 于 对 角 阵 . 





4 2 
17. 设 4=|0 -3 4|, 求 4100. 
0 4 3 





解 ”利用 矩阵 4 的 相似 对 角 阵 来 求 42. 

(1) 求 4 的 特征 值 : 

1 一 入 4 2 
0 -3-) 4 
0 4 3 一 人 

= (1-A)(A-S)(A+S)， 


3 一 藉 4 
十 汪 一 


|14 =- 入 |= =- 4- 
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所 以 4 的 特征 值 为 Mh,= -5$,?=1,)3=5, 并 且 它 们 互 不 相同 ,由 定理 4 的 推论 
知 4 可 对 角 化 . 
(2) 对 应 1 = -5, 解 方程 (4 +S5F)x=0, 由 






























































6 4 2 6 0 -6 1 0 -1 
4+5E=|0 2 4| 一 -|o1 2 一 |o 
0 4 8 0 0 0 0 0 0 
得 特征 向 量 下 =(1,-2,1)7; 
对 应 12 =1, 解 方程 (4 -五 )x=0, 由 
0 生 3 忆 0 1 -1 0 1 0 
4-B=|0 -4 4| 一 -|o 2 | 一 
0 4 2 0 0 0 0 0 0 
得 特征 向 量 =(1,0,0)7; 
对 应 3=5, 解 方程 (4 -5 瓦 )x=0, 由 
-4 4 2 2 -2 -1 1 -2 0 
疝 -SE=| 0 -8 4| 一 -|0 -2 | -2 1 
0 4 -2 0 0 0 0 .00 
得 特征 向 量 pa =(2,1,2) 
人 站 :也 
(3) 令 PP=(pl,pz,p3)=|-2 0 1|， 
1 0 2 
则 由 定理 2,P 为 可 逆 和 抢 阵 , 且 
P-L4P=A4=diag(--5,1,5)， 
于 是 4A=PAP-! 一 4100= PAI00P-1. 
0 -2 1 
求 出 P-1= 全 5 0 -5|, 代 入 得 
0 二 “2 
人 0 .一 2 1 
习 - 引 |- 0 1 1 全 = 
2 lojl0 1 2 
5 工 225 | 们 ) = 有 
= 志 = 多 小 
5100 0 2.5100」 0 1 2 








146 第 5 章 相似 矩阵 及 二 次 型 








1 0 5%-=-1 
=|0 SI 0 
0 0 5S100 


18. 在 某国 ,每 年 有 比例 为 ”的 农村 居民 移居 城镇 ,有 上 比例 为 9 的 城镇 居 
民 移居 农村 .假设 该 国 总 人 口 数 不 变 ,上 且 上 述 人 口 迁 移 的 规律 也 不 变 . 把 几 年 后 
农村 人 口 和 城镇 人 口 占 总 人 口 的 比例 依次 记 为 zx 和 yw (z,+yw =1). 
) = 4{， 下 的 算 阵 4， 

yn 


(CD) 求 关系 式 | 


妹 十 1 
(2) 设 目前 农村 人 口 与 城镇 人 口 相等 , 即 | "] = { 。 5 , 求 | ”| ， 

V0 0.5 yn 
解 (1) 这 是 一 个 应 用 问题 . 关系 式 


Pi 


] 的 过 推 关 系 式 ,从 而 有 


可 看 作 是 向 量 | |] 到 | 


.ynm+1l 


了 nn-1 工 0 1 1 
人 
.ynm -yn 一 1 .y0 1 
即 把 应 用 问题 归结 为 求 4 的 过 4". 遵 循 这 一 思路 , 先 求 4 .由 题 设 ,有 
Le 2 下 9 j 人 人 )， 
入 +i 三 四 cy 十 (一 g)on -ynm+l 力 1 一 9 -yn 
故 4=-( | 


户 9 
(2) 再 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 易 求 得 4 的 特征 值 M=1,A=1 玉 - 


对 应 于 Ai=1 的 特征 向 量 为 5 =(9, 户 ) ;对 应 于 2z=1- 户 -9 的 特征 向 
量 为 =(-1,1). 令 PP=(5,e), 则 忆 可 闭 , 且 己 -14P=diag(1,r), 其 中 > 
=1- 户 -9g. 因 此 
1 有  ， 
4A=P| ] 
0 
演 训 \0 1 0 | 0 
| 
人 70 和 0 
_ 1 2g 一 (gg 一 力 ) 天 
ay 





=1-2= 
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19. 试 求 一 个 正 交 的 相似 变换 矩阵 ,将 下 列 对 称 阵 化 为 对 角 阵 ; 

















二 2 0 2 2 运 
人 办 中 专 浊 1I，=213 (2 2 5 一 4|. 
0 一 2 0 -2 一 4 5 
解 (1) 先 求 特征 值 : 
2= =2 0 
14 =- 已 | = 2 工 一 让 2|=-A(I=X)(2= 和 ) 
0 二 








4(2 一 和 人 ) 二 44 


= 一 (1-X)(2-))-8(1-A)=(1-))(--4)(A+2)， 


所 以 4 的 特征 值 为 Xi;= -2,)2=1,13=4. 


再 求 特 征 向 量 : 
对 应 1; = -2, 解 方程 (4+2B)xr=0, 由 
4 -2 0 -2 
4+a8=|-2 3 -让 一 | 04 - 利 一 
0 -2 2 人 寺 














得 单位 特征 向 量 Pi = 斑 (1,2,2)T; 
对 应 M2=1, 解 方程 (4 -五 )x=0, 由 








人 “一 这 0 下 一 归 
胡 一 下 = | 一 2 站 一 2 
| 0 = 也 





得 单位 特征 向 量 mm = 广 (2,1,- 2)7; 
对 应 43=4, 解 方程 (4 -4 忆 )x=0, 由 














一 2 一 2 0 1 1 
4-4BE=|-2 -3 -2| 一 | -1 
0 一 2 一 4 0 一 2 
得 单位 特征 向 量 ps = (2, -2,1)T. 
1 
低 P= (Pi,pa,p3) = 也 2 
2 
则 P 是 正 交 阵 , 旦 有 
一 2 


P-1I4P=PI4P= 








SO 
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= 3 = 又 全 = 轴 ， 汉 | 
r2 十 73 
(2) det(4-)iE)=| 2 5-) -4| 一 0 1- 0 
CS 一 C2 
= 全 三 委 ， 疝 二 放 = 中 9 
2= 和 一 4 
-G-) 机 | = -GaMzG-t， 


所 以 4 的 特征 值 为 M;=10,)>=A》A3=1 (二 重 根 ). 
对 应 MA, = 10 , 解 方程 (4 -10E)x=0, 由 

































































一 8 2， 三 2 2 一 了 一 4 
人 一 10 五 = 2 一 了 一 4 10 一 9 一 9 
二 二 和 汕 0 -18 一 18 
2 0 1 =2 0 
| 2 0 1 
0 0 0 0 0 0 
得 单位 特征 向 量 Pi = 方 (1,2, 一 2)T; 
对 应 12 =A3=1, 解 方程 (4 -下 )x=0, 由 
1 天 员 下 光学 和 
人 一 五 = 之 4 -4| 一 ”|0 0 
一 此 “一 站 4 0 0 0 
0 2 
得 线性 无 关 特 征 向 量 : 人 于 一 1 ?Q2 一 0 .将 al 和 a) 正 交 化 得 
1 1 
0 [8 ] 2 0 4 
全 _，_[boazl | | -|- 
D1 三 Qi 三 1 ，02 三 Q2 [5 ,D 1 0 2 1 2 1 | . 
1 ] 1 1 
AT 1 1 
再 分 别 单位 化 得 :ma = 二 (0,1,1)7 ,ps3= 一 天 (4 一 1,1). 
了 2 .万 D3 3 
1 4 
<< 0 二 光 。 
3 3V2 
2 1 1 
公 区 二 人 2 RE 
要 王 =(pl,p2,p3)== 3 jj 3 人 2 了 
二 是 人 
3 2 3V5 
10 


则 己 是 正 交 阵 , 且 有 P-I4AP=PI4AP= 1 
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1 -2 -4 5 
20. 设 算 阵 4=|-2 xz -=-2| 与 4= -4 相似 , 求 zx,y; 并 求 
二 全“ 二 和 1 y 
一 个 正 交 阵 P ,使 P-14P=A4. 
解 ” 先 求 zx,y: 


因 4 与 4 相似 , 故 4 的 特征 值 是 $,-4,y. 由 特征 值 性 质 知 
S+(-4)+y=4 的 特征 值 之 和 
=4 的 对 角 元 之 和 =2+x， 














得 y=1+z. 
因 )=-4 是 4 的 特征 值 , 有 |4+4 巨 |=0. 

5 =2 = 5 2 三 冰 
由 14+4B|= | -2 z+4 -2?| 一 一 | -2 z+4 -2 
-亲人 台 -9 0 9 

1 -2 -4 

| | = 
0 0 9 








得 zx=4. 再 代 人 y=1+z, 得 y=5. 于 是 4 的 特征 值 为 ;=13=5,12= 一 4. 
再 求 正 交 阵 P. 


对 应 于 1 =)3=5, 解 方程 (4 -SE)x=0, 由 









































二 全 洒 昌 
环 -5 有 =|- -1 -2 一 -10 0 
= 0 0 0 
得 基础 解 系 6 =(1,0,-1)5I,53=(1,-2,0)5. 把 它们 正 交 化 .单位 化 ,得 
本， 和 | 
再 立 语 了 :P3 一 3 万 一 4|; 
对 应 于 2= -4 解 方程 (4+4 天 )x=0, 由 
5 4 条 
A+4E=| -2 8 -2 一 -|18 0 -1 
= 和 人 = 
EL 去 人 
一 -|0 -2 1 < -2 | 
0 0 0 0 00 





得 单位 特征 向 量 Pa = 广 (2,1,2)7. 
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站 ”多 .于 
V2 3 3V2 
1 4 
令 了 P=(pl,pz,p3)=| 0 本 “3 , 则 己 是 正 交 阵 , 且 有 
| 小 1 
V2 3 3V2 








P-LI4AP=PI4P= 人 4. 

注 (1) 在 寻找 z,y 的 关系 式 时 ,题解 中 用 了 4 的 对 角 元 之 和 = 人 4 的 对 
角 元 之 和 以 及 |4 +4 巨 | =0, 也 可 利用 特征 值 的 另 一 性 质 :|4|=4 的 特征 值 之 
积 =A 人 的 特征 值 之 积 =|4|, 得 3z+8=4y. 但 由 |4-5B|=0 不 能 得 到 z,y 
的 关系 式 , 因 14 -5E|=0. 

(2) 因 相似 对 角 阵 4 是 给 定 的 ,所 以 要 注意 己 中 列 向 量 的 排列 与 4 中 对 角 
元 对 应 . 

21. 设 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 2,-2,1; 对 应 的 特征 向 量 依 次 为 mi =(0,1， 
1)T,pz=(1,1,1)7,p3=(1,1,0)T, 求 4. 

解 因 A 的 特征 值 互 异 , 故 由 定理 2, 知 向 量 组 pl, p:,p3 线性 无 关 , 于 是 
若 记 和 矩阵 已 =(pi,pa,p3), 则 尸 为 可 逆 和 矩阵, 且 有 

P-I4P =diag(2,-2,1) 
一 4=Pdiag(2, 一 2,1)P :1， 











-1 1 0 
用 初等 行 变 换 求 得 P-:=| 1 -=-1 1 | .于 是 
0 1 -1 
0111f2 0 01f=-1 T 0 -2 3 -3 
4=|1 1 1|llo0 -2 0 | 
110l0 0 1 0 1 一 1 -4 4 -2 




















22. 设 3 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 =1,)2= -1,3=0. 对 应 Mi,)， 的 特征 
向 量 依次 为 Pi=(1,2,2)I,pz=(2,1,-2)7, 求 4. 

解 因 A4 对称, 由 定理 5, 有 正 交 阵 QO = (qi,q,93), 使 OI40 = 
CO -40=diag(1,-1,0). 显 然 gil,9g2 可 依次 取 为 Pi ,pa 的 单位 化 向 量 , 即 
1 这 
-2 


，gQ2 一 


; 


四 | 一 


- 工 
91 3 














2 
之 


到 
9q3 与 证 ,Pa 正 交 ,于 是 93 可 取 为 方程 | jx=0 的 单位 解 向 量 ， 
尼 2 


(= 
也 2 2 
可 知 g;= 志 (2, -2,1)7. 于 是 


4=Odiag(1,-1,0)OF 
1 2 2 
2 1 一 2 
2 -2 1 


1 
0 
0 


工 
9 











0 
一 六 
0 


网 
-2 


0 
0 
0 


1 
2 
2 








习题 解答 1S1 


|。 0 二 
0 II 2 
(S$.3) 
也 2 -1 0 2 
和 
1 2 莹 二 人 二 1， 
一 亿 1 之 帝 全 











23. 设 3 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 Mi;=6,)2=A3=3, 与 特征 值 M=6 对 应 的 
特征 向 量 为 pl=(1,1,1) 7 , 求 A. 
解 一 “用 与 前 两 题 相同 的 方法 ,这 是 求解 本 题 及 类 似 题 型 的 基本 方法 . 

(1) 求 4 的 对 应 于 特征 值 3 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 :,p3. 由 对 称 阵 
特征 向 量 的 性 质 知 ,Pi 与 pz 和 ps 都 正 交 , 即 有 











ee 


PEPp3=0， 
其 系数 矩阵 pf 的 秩 等 于 1. 于是,p:,p3 是 它 的 一 个 基础 解 系 , 取 其 为 


全 示 








一 1 




















光 和 1] | ,Ps3== 0 | . 
0 1 
《2) 把 向 量 组 pz ,ps 用 施 密 特 方法 正 交 化 ,得 
_ [pa,p2z] 1 一 
2 三 Pa 三 让 | 当 5 二 1 | . 
0 [pz,p2] 2 
(3) 分 别 把 向 量 Pi ,pz ,ps3 单位 化 ,得 
1 1 
呈 一 寺 1 , 62 = 一 ,3 三 一 三 并 4 。 
y3 |; V2 V6 
1 1 一 
V3 V2 V6 
1 1 一 1 
令 Q=(56,52, 5635)= 再 有 所 , 则 @ 为 正 交 和 矩阵 ,并 有 
本 0 本 
慷 上 


CI40=0- 40=diag(6,3,3)， 
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于 是 A=Odiag(6,3,3)Q -1=Odiag(6,3,3)0 7 = 





一 一 上 
一 





解 二 因 4 是 对 称 阵 , 故 存 在 正 交 阵 Q ,使 
OI40=0-140=diag(6,3,3) = 人 
也 即 4=O040T， (5.4) 
并 且 , 若 Q 按 列 分 块 为 CQ = (6 ,5 ,53), 则 向 量 E 是 对 应 于 特征 值 M; =6 的 单 
位 特征 向 量 . 于 是 ,由 题 设 

















和 = (5.5) 
由 (5.4) 式 得 4-3=0O(4A-3BE)OT 
1 如 
=( 引 ,eeE)|0 0 0|| 如 | =3(5 ,0,0) | 于 
0 0 0) 如 3 
1 1 
= 2 1 1|， 
T 人 
1 乐 开 下 
于 是 =|I1 1 +3 卫 =|1L 4 1 引 ， 
1 1 1 1 1 4 














注 (1) 第 21.22.23 题 都 是 矩阵 对 角 化 (特别 是 对 称 阵 对 角 化 ) 理 论 的 应 
用 .比较 三 题 所 给 条 件 : 第 21 题 知 3 个 特征 值 及 3 个 特征 向 量 ; 第 22 题 知 3 个 
特征 值 及 2 个 特征 向 量 , 且 知 4 对 称 ; 第 23 题 知 一 个 二 重 特 征 值 和 一 个 单 重 特 
征 值 及 其 特征 向 量 , 且 知 4 对 称 . 由 第 21 题 的 解法 ,再 利用 对 称 阵 的 特征 向 量 
正 交 性 , 便 可 得 第 22.23 题 的 解法 . 

(2) 第 22 题 求解 中 ,在 写 出 单位 特征 向 量 gl ,gz 后 ,由 (5.3) 式 有 

4=Odiag(1,-1,0)OF 








1 0 0 
=(q1,92,93)|10 -1 0||1qo3| =9qiqL- 9q29 了 ， 
0 0 0 


(93 
由 此 可 知 对 应 43 =0 的 特征 向 量 g; 是 不 必 具 体 求 出 的 ,因为 这 时 4 已 由 gi,9， 
确定 了 .这 是 由 0 是 4 的 特征 值 这 一 特殊 情况 所 带 来 的 方便 之 处 .由 此 启发 出 
第 23 题 的 解 二 :把 求 矩 阵 4 转换 成 求 4-3 互 ,因为 0 是 4-3 的 二 重 特 
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征 值 . 

24. 设 a=(alyaz,…,a)I,ai 天 0,4A= aaT. 

(1) 证 明和 =0 是 4 的 2-1 重 特征 值 ; 

(2) 求 4 的 非 零 特征 值 及 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

解 (1) 首先 证 明 =0 是 4 的 zz-1 重 特征 值 .注意 到 4 为 对 称 阵 , 故 4 
可 以 与 对 角 阵 4 相似 .显然 RR(4)=1, 从 而 R(4A)=1, 于 是 4 只 有 一 个 非 零 对 
角 元 , 即 1=0 是 4 的 z-1 重 特征 值 . 

(2) 其 次 求 4 的 非 零 特征 值 , 因 4 = aaz 的 对 角 元 之 和 为 立 o? ,又 由 特征 
值 性 质 :4 的 ) 个 特征 值 之 和 为 它 的 个 对 角 元 之 和 ,从 而 由 上 知之 co;: 为 4 的 
(惟一 的 ) 非 零 特 征 值 . 

再 求 4 的 特征 向 量 . 

(i) 对 应 于 1=0, 解 方程 kxr=0. 由 








a1 ailaz … alan 6 而 7 
| 
2 
2 全 ve 一 -一 0 0 ee 0 
4 二 2 9 一 六 R | 《5.6) 
CnQ1l Qnra2 “” aa 到 二 让 sz 0 0 0 
得 ，- 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
三 兰 2 二 48 Se 
Q1 QI QI1 
四 1 局 0 _ | 0 
62 = 0 ,3 三 1 ? , E， 王 0 》 
0 0 1 





(ii) 用 两 种 方法 求 对 应 于 Mi=a; 的 特征 向 量 ,. 

方法 一 ”由 对 称 矩 阵 性 质 知 5, 与 5,…,6 都 正 交 , 即 5, 是 满足 516=0 
(&=2,…,7) 这 交 -1 个 等 式 的 非 零 向 量 . 另 一 方面 , 因 所 是 对 应 0 特征 值 的 特 
征 向 量 , 故 

46 =0 一 (aaIl) 久 =0 一 aaI 居 )=0=>(aI6)a=0 一 aa 和 =0,R=2，…,7， 

最 后 一 个 式 子 的 成 立 是 因为 a 夫 0,( 事 实 上 ,从 (5.6) 式 也 马上 可 看 出 这 一 点 .) 
这 表明 a 具有 上 应 有 的 性 质 , 故 可 取 5 = a .至 此 已 求 出 4 的 ”个 线性 无 关 的 
特征 向 量 . 

方法 二 由 4=aaI, 有 


4Aa=(aaI)a=a(ara)=(arIa)a， 
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按 定义 , 即 知 4 有 非 零 特 征 值 M= ara, 且 对 应 特征 向 量 为 a . 
注 方法 二 事实 上 给 出 了 求 4 的 非 零 特 征 值 的 另 一 方法 . 











3 一 2 
25. (0 设 4=| 3 3 未 PCA)= 4A8-54" 

2 1 2 
(2) 设 4A=|1 2 2|, 求 p(4)=40-64?+541. 

区 今世 

3=- 和 和， =2 
1 4 一 ) 马 |= =(3=))-4=(1 -AM)(S=-》)， 

解 (1) 由 | | 2 1 人 ) ( ( 





求 得 4 的 特征 值 为 =1,);=5. 
对 应 ,=1, 解 方程 (4 - 瑟 )x=0, 由 


2 -2\，、r /1 -1! 
3 
-2 2 0 0 
ER _ 工 人， 
得 单位 特征 向 量 mm= 点 ()， 
对 应 ,=5, 解 方程 (4 -5S 下 )x=0, 由 


二 和 二 2 人 二 
4 
二 疡 “二 沁 0 0 


人 下 /一 人 

得 单位 特征 向 量 pz= 点 | 中 
:三 本 

令 P=(p'po)= 点 | | , 风 亚 是 正 交 阵 , 且 有 


P-LI4P=PI4P=A 人 = 
0 


一 p(4)= Pp(4A)PTI 
-去 (， is 0 | 1 1 
2 \1 1 0 9(5$) 八 -1 


-让 


0 于 
jj=4 = PAP 




















区 下“ 5 二 
( 动 局 = 和 [三 | 1 2 5 
汪 二 人 
人 放生 2 
=(5-h)|12-) 2 | 一 一 (5-))|01- 0 
1 0 1 二 (+ 归 
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1 一 0 
-G- 让 | 1 | 
=(1-AXA)(L+A)(A 一 5)， 
于 是 4 的 特征 值 M= -1,)2=1,)3=5. 因 为 4 是 对 称 阵 ,由 定理 5, 存 在 正 交 
阵 @=(6,62,55) ,使 
oOI40=0-140=diag(-1,1,5)=A4， 
也 即 4=O40T， 
并 且 @ 的 列 向 量 扣 是 对 应 特征 值 的 单位 特征 向 量 ,;=1,2,3. 从 而 有 
p(4)=Op(4A)Or 
= CQp[diag(-1,1,5)]07 
=Cdiag(pP(-1),p(1),p(5))QC7 








12 0 01| 红 
=(E,E2,E3)|10 0 0|| 纯 
0 0 0 了 
=125161， (5.7) 


其 中 op(z)=xzu0-6z?+Szs,p(-1)=12,p(1)=0,p(5)=0. 这 样 ,只 需 计 算 
出 5, 即 对 应 Mt= -1 的 单位 特征 向 量 , 代 入 上 式 即 得 p(4 ). 
解 方程 4 + 瑟 )xz=0, 由 








1 -1 0 
4+ 一 -|0 2 1 
0 00 
得 单位 特征 向 量 复 = 站 人 1-217， 
代 和 人 (5.7) 式 , 即 求 得 
1 1 -2 
2p(4)=2| 1 1 -| 
-2 -2 4 





26. 用 和 拖 阵 记号 表示 二 次 型 : 
(1) j=z2+4zy+4y+2zz 二 2z2 二 4 
(2) j=z2+ 办 一 7z2 一 2zy 一 4zz 一 4yzi 
(3 ) 太 = zi+z+z 一 2zliza 二 6z2z3. 

1 2 1 
2 4 2 
于 和 


民 


解 (1) F=(z,y,z) ; 


了 
之 
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下 专业 “之 宛 
-1 一 2 
二 有 
1 -1 0 
-1 1 
0 3 1 
27. 写 出 下 列 二 次 型 的 矩阵 ; 


(2) f=(z,y,z) 








相 
| 
之 
并 1 
= 。 
民 3 


2 
CD CoO=a3 (2) rz)=xr 





(3) 三 = (zlyZz2yZ3) 











1 
4 
过 


oo nn iib 

忆 人 小 中 

ass。 
xx 


解 (0 记 x=|{ 网 
并 2 
凿 > 凯 

/CD= (zza)l3 j 人 2 


1 之 2 


=2zt4+ zi+zizz+3zazl=2z1+2z+4z1z2 


2 2 
= (zuza[。 1 


故 / 的 矩阵 为 | 中 














2 了 人 
(2) 与 (1) 相 仿 ， 
1 2 3 1 3 5 
Frx)=xTIl4 5 6|x=xIl3 5 7|xr， 

7 8 9 5 7 9 

1 3 5 

故 三 的 矩阵 为 |3 5 7|. 
5 7 9 








28. 求 一 个 正 交 变换 化 下 列 二 次 型 成 标准 形 : 


(1) F=2zt+3z3+3z3+4z2z33 (2) F= z4+Z3+2zlz2 一 2z2 工 3 








2 0 0 
解 (1) 二 次 型 的 矩阵 为 4A=|0 3 2|， 
0 2 3 
2- 和 和， 0 0 
3-) 和 2 
|4-)EI=| 0 3-，) -G-a)| 
2 3-， 
0 2 3-A， 








习题 解答 1S7 


=(2-A)CA=-1)(X 一 5S)， 
所 以 4 的 特征 值 为 M=1,)2?=2,)3=5. 
对 应 特征 值 1; =1, 解 方程 (4 -五 )x=0, 由 

















1 0 0 1 0 0 
4-E=|o02 2| 一 -|o11 
0 斑 之 0 0 0 

得 单位 特征 向 量 Pi = 方 (0, 一 11)T; 

对 应 特征 值 M; =2, 解 方程 (4 -2 已 )x=0, 由 

0 0 0 0 1 0 
4-2B8=|0 1 2| 一 -|oo0l 
0 2 1 0 0 0 














得 单位 特征 向 量 mm =(1,0,0) 7; 
对 应 特征 值 4; =5, 解 方程 (4 -SE)x=0, 由 


学 可 0 0 长 0 
从 ， 渤 也 2 0 东 运 
0 0 


0 生 ” 反 委 0 


和 一 5 匹 = 








得 单位 特征 向 量 p; = 上 (0,1,1)T. 














V2 
0 1 0 
- 工 0 工 
令 已 =(pi,pa,p3)= V2 v2 | , 则 已 为 正 交 阵 , 再 作 正 交 变换 x= Py， 
工 0 工 
V2 V2 
0 工 企 Z1 二 yy2， 
1 二 于 半生 y1 二 
即 zz|=| V2 Vv2||yz| 或 2 呈 - 三， 
工 和 1 
调 0 3 友 = 太 名 + 启 39， 
便 把 三 化 为 标准 形 
J 太 = 叶 +2y+5y3; 
1 1 0 
(2) 二 次 型 的 矩阵 为 4=|1 0 =1|, 它 的 特征 多 项 式 为 
小 一 1 1 
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1-) 1 0 是 10 0 
性 征 个 | 1 一) 1 -) -1|2 盖 -AL1- -2 
0 .= 区 | 全 二 二 太一 
= 反光 
-Ga 让 |=-a-aa-Dar+rD， 
二 二 二 


所 以 4 的 特征 值 为 11=2,)2=1,A3= 一 1. 
对 应 1=2, 解 方程 (4 -2 已 )x=0, 由 









































一 站 1 0 1 二 业 / .0 
4 一 2 瑟 = ) 1 
内， 一 业 ， 皇 并 0 0 0 
得 单位 特征 向 量 Pi 一方 (1,1,- 1)Ti 
对 应 1 =1, 解 方程 (4 - 巨 )x=0, 由 
0 1 0 1 0 一 荆 
4 一 了 =|1 -1 =-1| 全 一 0 1 0 
0 一 下 0 0 0 0 
得 单位 特征 向 量 PP 一 方 人 10.D7; 
对 应 13 = -1, 解 方程 (4+ 互 )x=0, 由 
疙 1 0 1 0 1 1 0 1 
AAA+ 瑟 三 |1 下 ”| 并 业 生生 类 秋 
0 一 1 2 0 一 1 2 0 0 0 
得 单位 特征 向 量 Pa= (一 1,2,1) 
令 P=(pi,pz,p3), 则 P 为 正 交 阵 , 再 作 正 交 变 换 x = Py， 
1 1 1 
< 一 ea 0 有 一 
即 立 2 , 硒 V6 闻 人 业 记 
民 3 _ 工 于 半 .y3 
喇 况 大 


则 化 /为 标准 形 :F=2y1+ 喧 - 妇 . 
29. 求 一 个 正 交 变 换 把 二 次 曲面 的 方程 


3z2+Sy+Sz2z+4zy 一 4zz 一 10y<=1 





习题 解答 15$9 


























化 成 标准 方程 . 
解 ” 记 二 次 曲面 为 =1, 则 三 为 二 次 型 , 它 的 矩阵 为 
3 
4=| 2 5 -5|. 

-8 
和 二 S 己 和 ， 交 = 
由 |4-AEI=| 2 5-) -5 一 )) 2 5-) -5 
= 0 1 1 

二 3= 和 和 三 2 2 

全 多田 =- 2 | 








=(-A))(1-2)(14-=-11) 
得 4 的 特征 值 为 ,=0,) =2,A3=11. 
对 应 于 ,=0, 解 方程 hx =0, 由 





























人 3 10 0 
六 志 | 光村 一 表 |F 和 ， 计 二 人 
碟 3 2 
-2 -5 5j-2rl0 0 0 0 0 00 
得 单位 特征 向 量 Pi = 方 (0,1,1)7 
对 应 于 特征 值 1 =2, 解 方程 (4 -2B)x=0. 由 
1 2，=2 1 2 =2 1 0 -4 
4-2E=| 2 3 -5 一 -|0 -1 -1 一 -|0 1 1 
-2 -5 3 0 0 0 0 0 0 
1 
得 单位 特征 向 量 = 一 二 (4, 一 1,1)7; 
卫 2 3 
对 应 于 特征 值 1; = 11, 解 方程 (4-11E)x=0. 由 
-8 2 -2 2 -6 -5 2 0 1 2 0 1 
4A-1E=| 2 -6 -5| 一 10 -2 -21 一 |0 1 训 人 |-2 1 0 
[L-2 -5 -6 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 














得 单位 特征 向 量 ps= 村 (1,2， 一 到 汪 
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二 1 
0 人 ee 
3VI 3 
二 提 
令 P=(pi,pa,pa)= | 方 5 椰 | , 则 P 为 正 交 阵 ,并 且 正 交 变 换 
< 
V2 3V2 3 
4 1 4 1 
1 三 一 一 了 亲友 厄 ， 
加 国人 ， 
= 或 4y= 一 vv 一 一 一 w+ 三 世 ， 
| | 本 -3||| ] 
1 
3 厅 ” 3 大 ”3 








即 为 所 求 ,在 此 变换 下 ,二 次 曲面 的 方程 化 为 标准 方程 2 过 + 1llw2=1( 它 是 椭 
圆柱 面 ). 

30. 证 明 二 次 型 A=xrI4x 在 |xll=1 时 的 最 大 值 为 矩阵 4 的 最 大 特 
征 值 . 

证 设 )i>>)2? 全 … 人 hi 为 4 的 个 特征 值 , 由 定理 6, 知 有 正 交 变换 x = 
Q@y ,使 

jz)=y OA4Oy= 六 47= hy1+ 十 An 

又 lz?=xzxz=yOoroy=yy= 17y12， 


从 而 max, 帮工) 一 maxi? TAy= 2 


委 )) 区 乙 好 三 一 A1 . 


区 史 = 1 


另 一 方面 , 取 yo=eli=(1,0,…,0) , 即 yo 为 第 1 个 分 量 是 1 的 单位 坐标 向 
量 , 再 作 正 交 变 换 xo= Cyo, 则 | xo| = | yol =1, 并 且 二 次 型 了 在 xo 处 的 值 
为 

(xzo) = y04yo 王 1. 

综合 以 上 知 max 7 W) 三 max x 4 一 人 1， 

31. 用 配方 法 化 下 列 二 次 型 成 规范 形 ,并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 : 

(1) F(ziyzayz3)=zi+3z3+Szi+2zizy 一 4ziz3i 

(2) F(ziyzayz3)=zi+2z3+2zlz3 十 2z2Z3; 

(3) F(zlyzz,z3)=2zt1+2z+4z3+2ziza 一 2zoz3， 


解 〈1) 由 于 了 中 含 变量 zi 的 平方 项 , 故 把 含 zi 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 


(ziyzayz3)=Ii+2ziz 一 4zlz3 二 3z3+5Z3 


习题 解答 161 


=(zl+xzz 一 2z3) 一 Z2 一 4z3+4zaz3 二 3z2+Sz3 
二 (zi + 一 2z3) 十 2z 十 工 3 十 4? 工 3 


=(zl+xzI 一 2z3) 二 2(za 二 并) 一 工 3， 


二 1 三 上 +3 
yI 三 ZI 十 II 一 273， 和 .1 JI22 yy3， 


令 六 =V2(z+z3)， 即 SR 
3 一 并 3， V2 
3 一 y3， 
1 
1 5 
万 有 
写成 矩阵 形式 :x = Cy, 这 里 C= |) 工 1| 为 可 逆 矩 阵 .在 此 变换 下 ， 
V2 
0 0 1 
了 化 为 规范 形 : 


Jxz)=JCCy)=y1+ 归 一 33， 
(2) 由 于 了 中 含 变量 zi 的 平方 项 , 故 把 含 zi 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 
(ziyzyz3)=zt+2z3+2ziz3+2z2z3 
=(zl+z3)+ 3 十 2z273 


= (zli+z3) 一 ZE+(zz+3)2， 


JI 二 罗 十 53 区 1 三 贡 十 32 一 935 
令 4ya=Z， 即 4zaz=ya， 


5 二 元 2 十 卫 3， 5 一 一 凤 二 93， 
1 全， 三 业 
写成 怎 阵 形式 :x= Cy, 这 里 C=|0 1 0 | 为 可 逆 和 矩阵 .在 此 变换 下 , 太 化 








时 一 于 1 
为 规范 形 : 
F(xz)=FCCy)= 一 疗 + 人. 
(3) 由 于 F(z) 中 含 变 量 zi 的 平方 项 , 故 把 含 zi 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 


(ziyzyz3)=2zt+2zizz+zi+4z3 一 2z2z3 


2 
三 (mt+ + 二 xz3+2z3 一 2z2z3 十 2z3 


记 
三 (am + 圳 ea] 十 (二 > -V2zs + (V2z3)， 
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We V2 寺 0 
令 = 万 zz- 二 即 y= Pr, 这 里 P=|0 二 _ 5 为 可 逆 和 矩阵 ， 
3 =V2z3a， 0 0 V2 
且 易 求 得 
1 ms 三 
二 =1 = 依 
C = 也 万 





于 是 在 变换 x= Cy 下 ,j 厂 化 为 规范 形 : 
F(xz)= 帮 CCy)=y1+ 22+ 23. 
32. 设 F=zi+xzi+Sszi+2ariza 一 2zliz3+4z2z3 为 正定 二 次 型 , 求 e. 
解 ”根据 定理 9( 赫 尔 维 茨 定理 ) ,对 了 的 矩阵 4 进行 讨论 ,这 里 
请 禾 ， 








人 = 丰 这 2 下 ， 
= 一 5 
于 是 ， 4 正定 e|， "|>oaial>o 
由 >0=~>a2<1; 由 |4|=--a(5Sa +4)>0 一 -号 <a<0， 合 起 来 , 当 





gg 时 ,4 正定 ,从 而 了 正定 . 


33. 判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1) F= -2zt+ 一 6z2 一 4z3+2zizz 十 2z1z3j 

(2) = zt+3zz+9z3 一 2ziza+4zr1z3， 

二 此 1 1 
1 -6 0|，* 它 的 一 阶 主子 式 -2 和 05 二 阶 主 
下 0 一 4 

了 式 | 卫 =11>0; 三 阶 主子 式 14|1= -38<0. 由 定理 9 知 了 为 负 定 二 

次 型 . 


解 (1) 太 的 矩阵 4 = 








= 于 汉 
| 3 0 
2 0 9 


可 =2>0; 三 阶 主子 式 14|1=6>0, 由 定理 9 知 三 为 正定 二 次 型 ， 


(2) 太 的 矩阵 4 = , 它 的 一 阶 主子 式 1>0; 二 阶 主 子 式 
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34. 证 明 对 称 阵 4 为 正定 的 充 要 条 件 是 :存在 可 道 和 矩阵 口 , 使 4 = UTIU， 
即 4 与 单位 阵 五 合同 . 

证 ”充分 性 : 若 存在 可 逆 和 矩阵 口 , 使 4=UTIUD, 任 取 xER3Yx 和 关 0, 就 有 Urx 
天 0 ,并且 4 的 二 次 型 在 该 处 的 值 

Fr)=xI4xr=xIUIUx=[Uxr,Ux]= | Uxl2>0， 

即 矩 阵 4 的 二 次 型 是 正定 的 ,从 而 由 定义 知 4 是 正定 矩阵 . 

必要 性 : 因 4 是 对 称 阵 , 故 存在 正 交 阵 Q ,使 

CT740O=4=diag(Mi ,2 hn)， 
其 中 交 是 4 的 阶 数 ,Mi,hAz,…,hA， 是 4 的 全 部 特征 值 . 因 4 为 正定 矩阵 , 故 
)>0,i=1,2,…,. 记 对 角 阵 A,= diag(VA ,Vi ,7 ), 则 有 
Ai= diag(VhAi ,Vs)diag(VAiV，VA)= 人 ， 
从 而 
4=O40I=OC44IOI=(04)(0O41)T， 

记 U=(O4,) ,显然 U 可 逆 , 并 且 4= UTIUD. 




















习题 5( 附 答案 和 提示 ) 

s.1 选择 题 
(1) 下 列 矩 阵 中 可 对 角 化 的 是 ( ); 

1 2 0 1 0 2 1 2 0 国 本 本 六 
(a) |0 1 0 oo: (c) |0 2 0 ol 

0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 2 
(2) 设 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 0,1,2, 那 么 R(4A+ 巨 )+R(A-- 巨 ) 为 ( 洛 
(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 
(3) 二 次 型 f= xI4x 的 矩阵 4 的 所 有 对 角 元 为 正 是 为 正定 的 ( ); 
(a) 充分 条 件 但 非 必要 条 件 (b) 必要 条 件 但 非 充 分 条 件 
(c) 充 要 条 件 (d) 既 非 充分 也 非 必要 条 件 


(4) 设 方 阵 4 与 妃 相 似 , 则 ( 5 

(a) 4 一) 已 = 盏 一) 已 

(b) 4 与 召 有 相同 的 特征 值 和 特征 向 量 
(c) 4 与 妃 都 相似 于 一 个 对 角 阵 

(d) 对 任意 常数 上 ,4-- 古 与 有 - 韦 相 似 
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1111 4 0.00 
本 0 0 0 0 
(5) 设 4= 人 , 孟 三 站 , 则 A 与 也 ) ; 
用 本 ， 各 了 9 人 
(a) 合同 且 相 似 (b) 合同 但 不 相似 
(c) 不 合同 但 相似 (d) 既 不 合同 也 不 相似 
0 0 1 
(6) 设 和 矩阵 B=|0 1 0|, 和 矩阵 4 与 召 相似 , 则 RCA-2BE)+RGCA- 瑟 ) 等 于 ( 和 5 
1 0 0 
(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 


s.2 设 A4 为， 阶 和 矩阵 ,证 明 4 为 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 4 "为 正 交 阵 . 

5.3 设 》 是 ” 阶 矩 阵 4 的 一 个 特征 值 . 

(1) 求 43,43+34+25 的 一 个 特征 值 ; 

(2) 若 4 可 道 , 求 4 ,已 -24- -34 一 的 一 个 特征 值 . 

5.4 设 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 1,-1,2,B=43-S42, 求 detB 及 det(4-5S). 

5.5 设 4 阶 方 阵 4 满足 4+3BEI=0,447I=2,|4|<0, 求 4 "的 一 个 特征 值 , 这 里 
4 "为 4 的 伴随 矩阵 . 

s.6 设 Mi,); 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,ai,…,a, 是 对 应 于 特征 值 M, 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 , 外 ,…, 有 , 是 对 应 于 特征 值 M; 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 证 明 向 量 组 ai,，…,a,， 
让 ,…, 有 ,线性 无 关 .( 此 即 教材 定理 2 的 推论 .) 

5.7 设 4 为 ， 阶 矩阵 , 若 存在 正 整数 人 ,使 = O ( 称 这 样 的 矩阵 为 寡 零 矩阵 ) .证 明 : 
(1) det(4+ 巨 )=1;(2) 4 相似 于 对 角 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 = 0O. 

5.8 已 知 二 次 曲面 方程 

zz+ayz+zz+2bry+2zz+2yz=4 

可 以 经 过 正 交 变 换 
元 浆 ” 


y | = 吓 |y 














_ 
化 为 柱 面 方 程 y +4z“2=4, 求 ,pb 的 值 及 所 用 正 交 阵 P. 

5.9 设 3 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 是 1,2,3, 和 矩阵 4 的 对 应 于 特征 值 1 和 2 的 特征 向 量 分 
别 是 w=(-1,-1,1)7 和 az=(1,-2,-1)7I. 求 4. 


之 














-2 0 0 -1 0 0 
sS.10 设 矩 阵 4=| 2 wa 2| 与 B=| 0 2 0| 相 似 ， 
并 0 0 2 
(1) 求 ca 和 06; 
(2) 求 可 道 矩 阵 也 ,使 P ,4P= 甩 . 
0 0 1 
5s.11 设 4=|z 1 y| 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 求 zx,y 应 满足 的 条 件 . 
1 0 0 
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1 2 
丙 下 。 必 4-|4 3 ea- am -2529+5am+19. 束 8) 


5.13 设 4 为 妇 阶 正定 阵 ,B 为 闪 xz 和 矩阵 ,证 明 :BI4B 为 正定 阵 的 充 要 条 件 是 
及 (B) 三 宛 . 


答案 和 提示 


s.1 (1) (c), 提 示 : 参 看 例 11;(2) (d), 提 示 :4 可 对 角 化 =R(4+)=3， 
R(4- 形 )=2;(3) (b);(4) (d) ,提示 :由 P-LI4P=B= 一 P-I(4- 二 )P=B-5;(5) (a), 提 
示 :由 第 1 章 习 题 8(2) 知 4 的 特征 值 为 4,0,0,0, 且 因 4 对 称 , 故 有 正 交 阵 己 使 已 -14P= 
PI4P=diag(4,0,0,0);(6) (c) ,提示 :4 -已 与 也 -互相 似 一 R(A- 瑟 )=R( 了 8 一 已)=1; 
4 -2 与 刀 -2FE 相似 一 R(4 一 2 已 )= 尺 ( 吾 一 2 已 )=3. 

s5.2 略 . 


3 3 了 工 二 
SN 二 3 二 2502) 和 1 一 二 2 


s.4 1B|= 一 288,|4 一 55|= 一 72. 

5s5 广 ,提示 :由 题 设 知 -3 为 4 的 特征 值 ;14|= -4, 再 参看 教材 第 5 章 例 8. 

5.6 提示 : 反 证 法 : 设 有 不 全 为 0 的 数 和 ，…, 忆 ,4 使 

AICI 二 …+Rar+Lp+…+48=0， (5.8) 

则 Auai + ，…+AG 天 0, 不 然 请，…, 太 全 为 0, 且 站 有 上 +…+4 有 =0 一 0 全 为 0, 矛 盾 . 
故 Airai+…+A0y 是 ); 的 特征 向 量 , 记 为 g”, 同 理 如 pi+…+ 尺 及 是 和 ;的 特征 向 量 记 为 
及 ,(5.8) 式 成 为 gw" + 有 -=0, 与 定理 2 矛盾 . 

s.7 提示 :(1) 4 的 特征 值 全 为 零 之 4 + 已 的 特征 值 全 为 1;(2) 充 分 性 显然 ;必要 性 : 若 
4 相似 于 对 角 和 矩阵 4 , 则 4 一 定 是 零 矩 阵 ,于 是 ,P .4P= 0O=4=0. 


1 1 1 
人 邮 折 
5s.8 =3,0=1;P= | 0 = 二 ,提示 :参看 例 5.6. 
1 1 1 
关 ， .个 机 
13 -2 5 
5.9 4 让- 10 | 
5 2 13 
0 0 1 
s.10 (1) ec=0.6= -2;(2) P=| 2 1 0 | . 
-1 1 =-1 








5.11 提示 :4 的 特征 值 M\=)2=1,)3= 一 1. 为 使 对 应 于 二 重 特征 值 1 有 两 个 线性 无 关 
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的 特征 向 量 , 和 矩 阵 4 -下 的 秩 必 须 等 于 1, 由 此 可 推 得 zx+y=0. 
牙 也 
5.12 9(A)=- 误 G5"+19) 人 ， ,参看 习题 17 和 习题 25， 


s.13 提示 :BT4B 是 正定 矩阵 会 YVx 天 0,xI(BT4AB)r>0Yxr 天 0,(Br)T4(Br)>0 
全 方程 组 Br=0 只 有 零 解 (因为 4 是 正定 和 矩阵) 全 R(B) = 7 


“第 6 章 
线性 空间 与 线性 变换 


基本 要 求 


1. 了 解 线性 空间 的 概念 ,了 解 线性 空间 的 基 与 维 数 , 了 解 坐 标的 概念 及 ” 维 
线性 空间 V, 与 数组 向 量 空间 R" 同 构 的 原理 .知道 基 变 换 与 坐标 变换 的 原理 ， 

2. 了 解 线性 变换 的 概念 ,知道 线性 变换 的 像 空 间 和 核 .会 求 线性 变换 的 矩 
阵 ,知道 线性 变换 在 不 同 基 中 的 矩阵 彼此 相似 .知道 线性 变换 的 秩 . 


内 容 提要 


1. 满足 教材 中 所 列 八 条 规律 的 运算 称 为 线性 运算 ,定义 了 线性 运算 且 对 运 
算 封 闭 的 非 空 集合 称 为 线性 空间 (或 向 量 空间 ) . 

2. 线性 空间 的 性 质 : 

(1) 零 向 量 是 惟一 的 ; 

(2) 负 向 量 是 惟一 的 ; 

(3) 0c=0,(-1)x= 一 ww,10=0; 

(4) 若 McC=0, 则 1=0 或 wx=0. 

3. 第 4 章 中 讨论 的 ” 维 数组 向 量 的 有 关 概 念 , 如 线性 组 合 .线性 相关 与 线 
性 无 关 .向 量 组 的 秩 . 向 量 空间 的 基 与 维 数 .向 量 在 基 中 的 坐标 等 ,都 可 直接 套用 
到 线性 空间 中 来 . 

4. 设 在 维 线性 空间 V, 中 取 定 一 个 基 wl ,cz, ,ca , 则 YaE V, 惟 一 存 
在 一 个 ” 维 数 组 向 量 x= (zi,za，…z)IER"，, 使 

CTIC1+Z202 十 … 十 no 三 (0 02，… 0)xY， 
于 是 w, 中 的 向 量 ac 与 R" 中 的 向 量 x 有 一 一 对 应 的 关系 :we>x, 据 此 ,数组 向 量 x 
称 为 向 量 c 在 基 [ ai ,wz ,…,ay] 中 的 坐标 .对 应 关系 we>x 也 可 记 作 xc =x. 
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由 于 WwW, 与 R” 的 向 量 一 一 对 应 , 且 这 种 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 , 即 

设 wg,8BEVxr,yER" 1,AER， 
若 cex,pey》, 则 Ac+Ape>Axz+Ay. 

据 此 , 称 w, 与 R"” 同 构 . 于 是 任何 ” 维 线性 空间 都 彼此 同 构 , 且 都 与 R"” 同 构 . 由 
于 V, 与 R"” 同 构 , w, 中 的 抽象 的 线性 运算 就 可 转化 为 R” 中 的 线性 运算 . 

5. 基 变 换 与 坐标 变换 

设 gil,az, ,ax 和 有 记 ,12, ,及 是 线性 空间 V, 中 的 两 个 基 , 基 有 ,有 ,…， 
及 用 基 xi ,xz,… ,wo 线性 表示 的 表示 式 

(812 有) 三 (oa 0n) 忆 

称 为 从 基 xl, wz,…，,oau 到 基 有 ,82,，…, 肥 的 变换 ,?” 阶 和 矩阵 己 称 为 过 渡 和 矩阵 . 书 
是 可 逆 和 矩阵 ,并且 它 的 第 个 列 向 量 是 向 量 尺 在 基 xi ,wz,，…,a, 中 的 坐标 ,z = 
下 

设 w, 中 的 向 量 wx 在 上 述 两 个 基 中 的 坐标 依次 为 

地 = (ziyz2 和 1)TI 和 =(ziyz yz )I， 
则 有 坐标 变换 公式 
xz =P-Ix (或 x=Pr ). 

6. 设 有 两 个 线性 空间 了 和 U, 从 到 到 立 的 映射 了 如 果 满 足 : 对 任何 c,， 

czEV,Ai,)2ER, 总 有 
TCMicli+Aho2)=ATCol)+A2T(c2)， 

则 称 T 为 线性 映射 (或 线性 变换 ) ， 

线性 变换 T 的 像 集 T(V)S TU 是 一 个 线性 空间 , 称 为 工 的 像 空间 , 它 的 维 
数 称 为 T 的 秩 . 

集合 Nr=lwlT(c)=0,xE Vi 也 是 一 个 线性 空间 , 称 为 T 的 核 . 

从 线性 空间 V 到 其 自身 的 线性 映射 称 为 v 中 的 线性 变换 

7. 线性 变换 的 矩阵 

设 工 是 ” 维 线性 空间 w, 中 的 线性 变换 ,在 w, 中 取 定 一 个 基 cl , gc:,…， 
ca,,(1) 如 果 基 的 像 用 此 基 表 示 的 表示 式 为 

Ta oo)=(Tx) ,Toz) To))=(xcla 0 )4， 
则 4 称 为 工 在 基 wl,cz,…,a 下 的 矩阵 .反之 ,给 定 矩 阵 4 ,满足 T(ai， 
Xp0n)=(xl xn)4 的 线性 变换 工 是 惟一 确定 的 . 

(2) 设 8=TCaw), 如 果 向 量 w ,5 的 坐标 依次 为 x 和 y, 由 T(a)=T(ail， 
02, 和 on)xz=(oxl co)4r, 得 7=4r. 这 就 是 说 , Vw, 中 的 线性 变换 及 = 
T(a) 对 应 R" 中 的 线性 变换 了 = 4x . 
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8. 设 线性 空间 V, 中 取 定 两 个 基 xi ,cz,…,a， 和 有 ,1 ,… ,有 , 且 
(有 ,pp)=(claa，…,a) 忆 ， 
V, 中 的 线性 变换 了 在 这 两 个 基 下 的 矩阵 依次 为 4 和 吾 , 则 
= 己 -!4P， 
这 表明 V, 中 的 线性 变换 T 在 不 同 基 下 的 矩阵 彼此 相似 . 


学 习 要 点 


本 章 是 线性 代数 几何 理论 的 基本 知识 ,初步 了 解 这 些 知 识 是 很 有 益 的 , 它 使 
我 们 能 用 更 高 的 观点 去 审视 前 几 章 的 内 容 , 使 它们 有 广泛 的 应 用 . 

本 章 先 介绍 线性 运算 和 线性 空间 的 概念 .对 于 线性 空间 中 的 向 量 组 ,依据 线 
性 运算 ,也 有 线性 组 合 .线性 相关 与 线性 无 关 、 向 量 组 的 秩 等 概念 ,也 有 线性 空间 
的 基 和 维 的 概念 .然后 着 重 讨论 ” 维 (有 限 维 ) 线 性 空间 . 

在 ) 维 线性 空间 V, 中 取 定 一 个 基 ol ,az,…，,a,, 则 V, 中 任 一 向 量 wx 就 可 
与 R"” 中 的 数组 向 量 x= (zi,za,…,z)I 建 立 起 一 一 对 应 的 关系 

一 (Ci,02 0 )XeX， 
并 且 这 个 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 , 即 若 cx, 久 7y,),/ER, 则 
AG 十 KB 二 AMxX 十 MY. 

于 是 把 x 称 为 cx 的 坐标 ,并 把 V, 中 的 线性 运算 转化 为 R"” 中 的 线性 运算 . 

由 于 W, 与 及" 的 向 量 有 一 一 对 应 的 关系 , 且 此 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 
应 , 据 此 , 称 w, 与 R"” 同 构 . 由 此 可 知 , 把 R" 中 的 向 量 x 作为 V, 中 对 应 向 量 wx 
的 坐标 ,其 本 质 就 是 w, 与 R"” 同 构 . 

在 论述 基 变 换 及 线性 变换 时 ,都 涉及 一 个 基本 关系 式 

(有 ,82 有.)=(ol,cz，… ,cn) 卫 ， (6.1) 

其 中 ai ,az,…,a 是 线性 空间 w, 的 一 个 基 . 我 们 可 以 从 下 述 几 方面 来 审视 这 
个 关系 式 : 

(i) 从 坐标 角度 看 ,已 =(Pi,p,…,pn) 的 列 向 量 户 是 向 量 房 在 基 wi， 
az,…，,an 中 的 坐标 , 即 

(有 ,pp 有)(Piyp2 pr) 三 已 (al 02 On) (elyez en) 三 五. 

故 向 量 组 让 ,1 ,…, 有 的 秩 尺 (让 ,有 …, 及 ) = 向 量 组 Pi,pz,…，,pn 的 秩 
R(pi,pz,…,pn)= 和 矩阵 忆 的 秩 尺 ( 己 ). 

(ii) 从 基 变 换 的 角度 看 , 若 B ,8 ,…, 甩 是 线性 空间 w, 的 另 一 个 基 , 则 关 
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系 式 (6.1) 便 是 从 老 基 ai, gz,…，,a 到 新 基 有 ,有 2,…, 及 的 基 变 换 公 式 , 忆 是 
从 老 基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 .这 时 ,由 于 房 ,1 ,…, 及 线性 无 关 , 故 REP)=, 即 
己 可 逆 . 

(iii) 从 线性 变换 的 角度 看 ,关系 式 (6.1) 惟 一 确定 了 V, 中 的 一 个 线性 变换 
工 , 它 把 基 xl ,az,…,a, 变 成 向 量 组 有,p2,… ,及 ( 即 划 aa an)=(p， 
p,… ,及 )), 它 在 基 ci,az,…，,a 下 的 矩阵 就 是 (有 ,82 ,…, 有 ) 的 坐标 所 构成 
的 矩阵 (pl, pz，…Pn) 三 卫 . 

上 面 的 论述 说 明 关 系 式 (6.1) 的 重要 性 ,理解 它 的 涵义 是 掌握 本 章 知 识 的 一 
不 关键 . 

本 章 中 较 多 使 用 数学 抽象 思维 的 模式 ,例如 线性 运算 的 定义 、 零 向 量 的 定义 
等 .读者 对 此 可 能 比较 陌生 ,接触 多 了 也 就 能 领会 .线性 运算 的 八条 规律 可 视 为 
线性 运算 的 公理 系统 ,线性 运算 的 其 他 规律 以 及 线性 空间 .线性 变换 的 性 质 都 是 
由 此 公理 系统 推导 出 来 的 ,例如 (-1l)wc=-a 不 能 认为 是 当然 的 ,而 需 用 公理 
系统 去 证 明 . 


释疑 解难 


问 6.1 引入 线性 空间 的 概念 有 什么 意义 ? 

答 笛 卡 儿 (Descartes) 创 立 了 坐标 的 概念 , 架 起 了 形 与 数 之 间 的 桥梁 ,这 在 
数学 发 展 史 上 是 一 座 伟大 的 里 程 碑 .我们 来 分 析 解 析 几 何 中 向 量 (可 平移 的 有 向 
线段 ) 的 坐标 的 定义 :把 几何 向 量 的 全 体 所 构成 的 集合 记 作 ,在 V 中 引入 几何 
向 量 的 加 法 (平行 四 边 形 法 则 ) 及 数 乘 几何 向 量 的 乘法 , 取 定 3 个 不 共 面 的 向 量 
cl,a2,03， 风 VY 中 任 一 向 量 w 都 可 用 CI1，0C2，03 惟一 地 线性 表示 为 

CX 三 ZIGCI 二 Z2Q2 二 303， 
于 是 就 有 一 一 对 应 的 关系 


民 ] 





几何 向 量 c < 一 ~ 有 序数 组 x= | Za 





习 3 
据 此 ,我们 把 x 称 为 wx 在 坐标 系 [wli ,az,a3] 中 的 坐标 ,并 记 作 
C 一 工 
由 于 集合 V 与 R3 的 元 素 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 , 且 根 据 线 性 运算 的 
运算 规律 ,可 以 证 明 
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若 g < 一 ~x*, 有 -一 ~ , 则 Au+/B<~)xr+Ay， 

于 是 我 们 称 集合 V 为 几何 向 量 空间 ,并 称 它 与 数组 向 量 空间 R: 同 构 . 这样 , 几 
何 向 量 的 线性 运算 (几何 运算 ) 就 转化 为 数组 向 量 的 线性 运算 (代数 运算 ) ,使 我 
们 能 用 代数 方法 解决 几何 问题 ;反之 ,几何 向 量 w 作为 数组 向 量 x 的 几何 形象 ， 
也 使 我 们 对 R2 有 直观 的 想象 ,也 使 我 们 能 用 几何 方法 解决 代数 问题 (把 “wx” 
记 作 ”"w =x" ,表明 在 线性 运算 中 可 以 把 c 与 x 看 做 同样 的 元 素 , 尽 管 w 与 x 是 
分 别 属 于 两 个 完全 不 同 范畴 的 事物 ) . 

既然 坐标 有 如 此 巨大 的 作用 ,我们 自然 要 问 :在 什么 样 的 集合 中 可 以 建立 坐 
标 系 ? 即 什么 样 的 集合 可 以 与 R" 同 构 ? 为 此 ,提出 线性 空间 的 概念 :满足 八条 
规律 的 运算 称 为 线性 运算 ,定义 了 线性 运算 的 集合 称 为 线性 空间 . 若 wi，…，,a， 
是 ” 维 线性 空间 V 的 基 , 则 V 中 任 一 向 量 wx 可 由 这 个 基 惟 一 地 线性 表示 为 

=ZIC1I 十 … 二 LiG 三 (Cl 0 )x， 


由 此 建立 起 Y 中 向 量 w 与 尺 " 中 的 数组 向 量 * 之 间 的 一 一 对 应 关系 .于 是 线性 


线性 运算 就 转化 为 R" 中 的 线性 运算 ,就 可 以 用 R" 中 的 向 量 x 来 研究 V 中 的 向 
量 wx ,甚至 也 可 以 把 we 记 作 wx=x, 即 把 x 看 做 是 x. 

本 章 较 多 涉及 数学 的 抽象 思维 模式 .例如 线性 运算 的 定义 , 零 向 量 的 定义 ， 
等 等 .这 些 对 非 数 学 类 专业 的 读者 比较 陌生 ,然而 抽象 思维 是 十 分 重要 的 .教材 
介绍 一 个 在 R 中 定义 线性 运算 的 例子 ,由 此 例 可 领会 到 线性 运算 的 广泛 性 及 线 
性 空间 概念 的 广泛 适用 性 .由 于 各 式 各 样 的 线性 运算 都 可 转化 为 数组 向 量 的 线 
性 运算 ,这 就 更 加 显示 出 对 数组 向 量 研究 的 重要 意义 . 

问 6.2 下 列 命题 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 

(1) 线性 变换 工 把 Y 的 线性 相关 向 量 组 变 为 线性 相关 向 量 组 ; 

(2) 线性 变换 工 把 YV 的 线性 无 关 向 量 组 变 为 线性 无 关 向 量 组 . 

答 (1) 正确 . 设 V 中 向 量 组 S: ai,a:,…,a 线性 相关 ,于 是 ,存在 不 全 
为 零 的 数 Ri ,2 ，… ,上 ,使 

k1C1+A202 十 … 十 Rn 二 0， 
于 是 0=T(0)=T(RICI+A2C2 十 … 十 &nGCn ) 
=AiIT(Cal)+R2T(o2) 十 … 十 有 IT(CCn)， 
上 式 表 明 ,由 向 量 组 S 的 像 构成 的 向 量 组 还 是 线性 相关 的 . 

(2) 不 正确 .例如 : 设 T 是 线性 空间 V 上 的 零 变 换 , 即 YocEV,T(ac)=0， 
则 工 是 V 的 一 个 线性 变换 ,但 在 此 变换 下 , 任 一 个 线性 无 关 向 量 组 变 为 线性 相 
关 问 量 组 . 

问 6.3 如 何 理解 V, 中 线性 变换 T 的 秩 就 是 工 的 矩阵 4 的 秩 R(4)? 这 
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一 结论 有 什么 意义 ? 
答 由 定义 知 ,T 的 秩 就 是 T 的 像 空 间 工 ( V,) 的 维 数 ,这 里 
T(Vw)=1TGCa)|xcEVv，|. 
设 ci,cz,…,o, 是 的 一 个 基 .VYPET(V。.), 由 工 (V,) 的 定义 知 ,存在 
<cEv ,使 =T(E). 假 设 上 用 该 基 表示 为 
E=ZIQC 十 TI202 十 … 十 Ch， 
则 p=T 了 TIE)=zTCol)+zTCa2) 二 …+zTCa，)， 
上 式 表明 ,有 可 由 向 量 组 T(ali),…,T(a,) 线 性 表示 , 故 BEL(CT(Cai),，…， 
T(a,)), 这 里 记号 工 (* ) 表 示 由 向 量 * 生成 的 空间 .于 是 
TV, SLCTCali) ,TOa)); 
反 过 来 的 包含 关系 是 显然 的 , 故 
TD 三 CTCG 
这 样 工 的 秩 =dimn(LCT(ai)，…,T(a，))) 
= 向 量 组 T(acli),…,T(a) 的 秩 . (6.2) 
另 一 方面 , 设 ” 阶 和 矩阵 4 是 了 在 上 述 基 下 的 矩阵 ,由 于 V, 与 R” 同 构 , 故 
映射 
Tai) 一 ai (ai 为 4 的 第 ;个 列 向 量 ) 
是 一 线性 映射 , 它 保持 向 量 组 的 一 切线 性 关系 ,于 是 ,(6.2) 式 中 
向 量 组 T(ai),…,T(a，) 的 秩 = 和 天 阵 4 的 列 向 量 组 的 秩 =R(CA). 
这 一 结论 的 意义 是 非常 深刻 的 .有 了 这 个 结论 ,抽象 的 线性 变换 的 讨论 可 以 
转化 为 矩阵 的 讨论 , 求 像 空 间 的 维 数 可 转化 为 求 矩 阵 的 秩 . 


例题 剖析 与 增补 


一 、 教 材 例 题 剖 析 


例 1 次 数 不 超过 ”的 多 项 式 全 体 ( 记 作 PLzj,),. 对 于 通常 的 多 项 式 加 
法 . 数 乘 多 项 式 的 乘法 构成 向 量 空间 . 

析 本 例 及 下 面 几 个 例子 的 目的 是 熟悉 线性 空间 的 概念 ,同时 也 表现 出 线 
性 空间 的 广泛 性 和 多 样 性 . PLz], 是 R?” 之 外 的 一 个 重要 的 线性 空间 ,其 向 量 是 
多 项 式 , 维 数 为 六 +1, 向 量 1,z,…,z” 是 它 的 基 . 

例 13 设 > 中 的 线性 变换 了 在 基 wl ,as; 下 的 矩阵 为 
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CiIl 412 
4-| 上 
CQ21 CQ&22 
求 在 基 wa ,al 下 的 矩阵 . 
析 本 例 的 目的 是 熟悉 定理 3, 该 定理 将 两 矩阵 的 相似 赋予 了 深刻 的 几何 
意义 : 
(1) 给 定 w, 中 线性 变换 工 , 则 T 在 两 个 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ; 
(2) 反 过 来 , 若 两 矩阵 4 与 召 相似 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 已 使 有 = 已 4P, 则 
4 与 思 是 同一 线性 变换 了 在 不 同 基 下 的 和 矩阵. 


二 、 例 题 增 补 


例 6.1 记 二 阶 方 阵 的 全 体 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 构成 的 线性 空间 为 
M; , 设 M，, 中 的 两 个 基 为 


1 0 0 1 0 0 0 0 
spn=|。 中 .Po= 0 0 ,五 21 二 1 0 ,五 22 三 0 1 ; 


人 
= 罗氏 := 人。 网。 := 0 =|， 站 
(1) 求 由 基 S, 到 基 S$，, 的 过 渡 和 矩阵 ; 
CO) 分 别 求 4= | .在 上 述 两 个 基 中 的 坐标 ; 

C 


(3) 求 一 个 非 零 的 二 阶 和 矩阵 和 , 使 X 在 上 述 两 个 基 中 的 坐标 相同 . 
解 (1) 因 有 = 开 it, 甩 2 一 瓦 ii+ 瓦 2, 及 3 一 正 i++ 下 i2+ 瑟 1， 有 4 三 巨 il 十 
Ei)+E2i+ 瑟 2, 写成 矩阵 形式 ,就 有 


卫生 亚 也 
0 1 1 1 
(再 , 且 : ,及 ,有 4) =( 正 11 , 忆 2, 瑟 21 ,五 22) 0011 
0 0 0 1 
证 
0 il 
于 是 ,矩阵 书 = 二 1 | 就 是 由 基 S; 到 基 S: 的 过 湾 卸 阵 ， 
0 0 0 1 
(2) 由 4 = 外 =aEn+6Eb+cEa+dEBa 
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CQ Q 1] 
_1|18 
=( 正 il ,下 12, 瑟 2 , 瑟 2>) =( 了 ,了 ,B3,B4:) 忆 
丰 
巡 dz 
慷 
于 是 由 定义 知 ,向 量 A= | 4 在 基 Si 下 的 坐标 为 
C 
(zsoesG 六 5 
在 基 S$, 下 的 坐标 为 
Q 下 ,一 开 0 01 fa Q 一 0 
人 | 亿 0 1 一 ! 0|1120 瀛 一 c 
也 一 荆 之 
C 0 0 工 - 和 拓 寺 | 作 证 C 一 坟 
志 .0 0 0 1 VC dz 
元 1 闷 
(3) 设 X= | ， “| 在 上 述 两 个 基 下 坐标 相同 ,由 上 述 可 知 应 有 
3 并 4 
之 1 风 ”7 
尼 2 还 2” 喧 
三 之 ZI 三 Z3=Z4= 三 0. 
3 3 一 工 4 
立 4 4 
1 0 
履 X= zil0 jzisR， 


注 尽管 本 例 与 习题 6 所 讨论 的 空间 是 不 同 的 ,但 由 于 利用 坐标 ( 即 及 ”中 
的 向 量 ) 和 过 滤 和 矩阵 ,使 求解 方法 与 过 程 完全 类 同 ,读者 可 细 细 体会 这 一 点 . 


例 6.2 在 线性 空间 M 中 ( 见 例 6.1), 取 定 A= | ” |. 定义 M: 中 变换 


0 
过 
工 如 下 : = 
工 (X)=A4X 一 X4 ,YXGEGM2. (6.3) 
(1) 证 明 :T 是 M2: 中 的 线性 变换 ; 
(2) 求 工 在 基 Ei ,El ,2 ,E22 下 的 矩阵 .其 中 瓦 ,是 (iy) 元 为 1. 其余 元 
素 为 零 的 矩阵 ,zj) =1,2. 
证 (1) YXi,X2EM; ,ER, 由 (6.3) 式 ,有 
T(X1+ 囊 ))=4( 和 十 于 ?) 一 ( 慎 | 十 是 2 )A 
=(4XI 一 XI4)+(4X 一 X24A)=T 下 (XI)+T(X，); 
TEXT)=A(EXI) 一 (XI)A=R(O4XI 一 XIA)=AT(OXI)， 
故 由 定义 知 , 工 是 M; 中 的 线性 变换 . 
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(2) 由 (6.3) 式 ,有 


cao 中 全 到 
0 BF 如/ 0 0 of 也 c 0 
三 一 bi 二 c 匹 ?1. 

类 似 地 ,可 得 T(Ei2)= 一 ci +T(a 一 gd) 玉 ;> 十 c 瑟 ?2; 
TEN)=pEl+(d 一 a)E2 一 OFE22; 
T(E22)=pEi2 一 c 瑟 7). 

于 是 ,T 在 基尼 i ,Et,E2i,E2 下 的 矩阵 为 

0 D 0 
二 在 公 一 区 0 六 
C 0 aa =-c| 
0 C 一 息 0 
例 6.3 已 知 R 中 线性 变换 
党 狗 斗 十 和 
攻 


沁 


之 


死党 3 本 站 5 
3z+9y+3z 
求 工 的 像 空间 T(R- ) 与 核 Nr 的 基 与 维 数 . 

解 ”线性 变换 T 的 像 空 间 T(R2 ) 就 是 R 中 某 一 个 基 在 工 下 的 像 ( 向 量 组 ) 


所 生成 的 空间 .这 里 显然 较 方便 的 是 选取 R: 的 自然 基 


















































1 0 0 
el 三 |0|,ez=|1|，e3= ; 
0 0 1 
由 了 的 定义 知 
1 1 3 
Tei)=|1|,T(ez)= |15 ro 二 
3 9 3 
贡 3 
于 是 (T(ei),T(ez),Tes))=|1 5 -1 =4， 
3 9 | 
于 是 像 空 间 T(R3) 是 矩阵 4 的 列 向 量 组 所 生成 的 空间 .由 
本 | 3 1 3 1 级 4 
效 三 | 上 1L 人 一 芋 一 一 做 -和 三 和 | |9 二 二 |， (6.4) 
3 9 3 0 6 -6 0 0 0 




















知 4 的 秩 是 2, 且 第 1 列 与 第 2 列 线性 无 关 , 故 像 空 间 T(R3 ) 的 维 数 等 于 2, 且 
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T(ei)=(1,1,3)T,T(ez)=(1,5,9)I 是 下 (R3) 的 一 个 基 . 


尼 三 


设 |y|jEN7r, 由 定义 工 |y>|=0, 即 z,y,z 应 满足 


之 














Z+y+3z=0， 
| 
3z+9y+3z 三 0， 
注意 到 上 述 方程 组 的 系数 和 矩阵 就 是 (6.4) 式 中 的 矩阵 4 ,于 是 由 (6.4) 式 求 得 基 
础 解 系 为 (-4,1,1), 它 即 是 核 N7 的 一 个 基 , 且 N7y 的 维 数 为 1. 
从 本 例 可 知 ,及 "中 的 线性 变换 T(x)= 4xr,T 在 自然 基 下 的 和 窍 阵 就 是 4 , 自 
然 基 在 工 下 的 像 就 是 4 的 列 向 量 组 ,T 的 像 空 间 T(R" ) 就 是 4 的 列 向 量 组 所 
生成 的 空间 ,4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 是 T(R") 的 一 个 基 ,T 的 秩 =R(4)， 
人 的 核 N7 就 是 齐 次 线性 方程 4Axr=0 的 解 空 间 . 
例 6.4 试 找 出 R 中 的 一 个 线性 变换 工 ,使 了 的 像 空 间 T(R ) 与 核 空 间 
N7 相同 . 

解 设 了 为 所 求 线性 变换 ,于 是 存在 4 阶 方 阵 4 ,使 TIx)= 4x. 
VxER4, 由 4xET(R') 及 T(R')=Nr 知 
42x=4(4r)=0， 

由 向 量 x 的 任意 性 , 知 (1):42= O; 
另 一 方面 T(R?) 的 维 数 即 为 A 的 列 向 量 组 的 秩 =R(A);Nz 的 维 数 即 为 
方程 4Ax=0 的 解 空间 的 维 数 =4-R(A), 故 由 T(R4)= NT, 知 (2):R(4)=2， 


00 0 
0 0 0 0 
A = 三 9 
也 1 0 0 0 
0 1 0 0 
即 合 上 面 (1) 和 (2) 两 个 要 求 . 对 应 的 线性 变换 为 T(xr)= 4x, 即 
Z1 并 1 0 Z1 
工 ? 2 0 工 2 
因 三 坟 = , 瑟 王 ER4. 
迹 3 并 3 | 并 3 


立 4 尼 4 工 2 4 


习题 解答 177 


习题 解答 


1. 验证 : 

(1) 2 阶 矩 阵 的 全 体 Si ; 

(2) 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 等 于 0 的 2 阶 矩 阵 的 全 体 S，; 

(3) 2 阶 对 称 和 矩阵 的 全 体 S;， 
对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 构成 线性 空间 ,并 写 出 各 个 空间 的 一 个 基 . 

解 (1) 显然 S, 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 是 封闭 的 ,并 且 满 足 线性 运算 的 八 
条 规律 ,由 定义 ,Si 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 构成 线性 空间 .在 S; 中 取向 量 组 


和 -| 网 攻 -人 (。 mm 人， 网民 -人 (。 上 
oO 0 2 0 0 0) 2 0 1 


那么 向 量 组 ri 线性 无 关 . 事 实 上 , 若 有 
Al1lI11 十 和 412 五 12 十 A2li 五 21 十 人 22 瑟 22 三 0 





AIL Al12 _ 
=| j=o= ww=0=125=12; 
MA21 422 


CI 412 


另 一 方面 ,对 于 任意 4= | jss'， 


221 222 
人 =all 五 1 十 Ql2 瓦 12 十 Q21 下 21 十 Q&22 瑟 22， 
即 4 可 由 ri 线性 表示 . 综 上 ,向 量 组 xi; 是 Si 的 一 个 基 ( 从 而 Si 的 维 数 为 4). 
(2) 显然 S, 中 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 满足 线性 运算 的 八条 规律 .又 ， 
Q 变 y 
RE 


人 立 


(DA+B=( 人 js s:, 故 s; 对 加 法 封 闲 ; 
E 寺 总 一 (而 站 天) 
GD MA= 人 js S, 故 5 对 数 乘 封闭 ,由 上 可 知 S。 对 上 述 线性 和 
紧 一 人 4 
算 构成 线性 空间 
取向 量 组 


人 2 并 下 
不 2 : na=(， ,Pa 0 庆生 1 0 


与 (1) 类 似 , 可 证 向 量 组 x; 线性 无 关 , 且 
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D 
vaA=| jss:…4 可 由 x， 线性 表示 为 
相 “ 


本 志 志 本 下 昌 生 全 
于 是 向 量 组 xz 是 S: 的 一 个 基 ( 因 而 其 维 数 为 3). 
(3) 因为 对 称 和 矩阵 的 和 与 数 乘 仍 是 对 称 和 矩阵 , 即 S: 对 于 矩阵 加 法 和 数 乘 是 
封闭 的 ,与 (2) 同 理 ,Ss 对 于 上 述 线 性 运算 构成 线性 空间 


取向 量 组 
1 1 0 0 
ms:En= (0 号 = 0j] ,ea=la 由 


那么 (向 量 组 rs 线性 无 关 ,事实 上 , 若 有 


MA11 五 11 十 Al 五 12 十 A22 下 22 三 0 


=| 让 “=o=， 三 从 三 从 = 有 0 
) ]11 12 22 ， 
A12 22 


(i) YA= ss 出 4 可 由 rs; 线性 表示 为 


A = ai + 0 巨 ,， + CE， 
故 向 量 组 rs 是 S$3 的 一 个 基 ( 从 而 它 的 维 数 为 3). 
2. 验证 :与 向 量 (0,0,1)7 不 平行 的 全 体 3 维 数组 向 量 , 对 于 数组 向 量 的 加 
法 和 数 乘 运算 不 构成 线性 空间 . 




















1 = 0 
证 事实 上 ,|0| 与 | 0| 均 是 R 中 与 向 量 |0 | 不 平行 的 向 量 ,但 它们 的 和 
1 1 1 
1 -11 00 
0|+| 0|= 上 0 
1 1 2 




















平行 于 (0,0,1) 7 , 即 该 集合 对 于 向 量 的 加 法 不 封闭 , 故 不 构成 向 量 空间 

3. 在 线性 空间 P[z]; 中 ,下 列 向 量 组 是 否 为 一 个 基 ? 

(1) 工 :1+ 过 , 壹 +,1+z3,2+2 过 十 业 2 十 工 3i 

(2) 工 :--1+z)1- 关 ,一 2+2z+Z2，Z3. 

解 (1) 设 司 (1I+z)+A(z+z)+A(L+zs)+A(2+2z+zz+zs)=0 
得 (&i+A3+2&4)+(RiI+A2+2R4)Z+(R2 + )zz+(A3 TAR)z3=0. 因 1,>z， 
z“",z2 线性 无 关 , 故 上 式 中 它们 的 系数 均 为 0, 即 有 关于 未 知 数 Ai ,> ,R3 ,4 的 
齐 次 方程 ,其 系数 矩阵 
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[人 
人 
0101 oo 1 
0011 lo0 000 
知 其 秩 为 3, 故 齐 次 方程 有 非 零 解 ,从 而 向 量 组 工 线性 相关 ,不 是 基 ; 


(2) 类 似 地 ,对 于 向 量 组 工 , 设 
RiI(-1+zx)+A(L-x2)+A(-2+2z+z2)+Aiz3=0， 
因 1,z,z*,z?” 线性 无 关 可 得 齐 次 线性 方程 


[一 有 十 R2 一 283 三 0， -1 1 -2 011fA 0 

1 十 2R3 = 三 0， 1 0 2 0|1A2 0 
人 

&4 三 0， 0 0 0 1 Rs 0 


它 的 系数 矩阵 秩 为 4, 故 只 有 零 解 ,从 而 向 量 组 开 线 性 无 关 , 且 含 4 个 向 量 , 故 是 
PLz]i 的 一 个 基 ， 
4. 在 R3 中 求 向 量 = (7,3,1)7 在 基 
al=(1,3,5)T,wz=(6,3,2)7,a3=(3,1,0)T 
中 的 坐标 . 
解 ”由 定义 , 回 量 w 在 基 ai,az,a3i 中 的 坐标 就 是 w 由 向 量 组 wl ,aa3 
线性 表示 式 中 的 系数 ,也 就 是 方程 (ai,az,xs)x=a 的 解 .由 于 



























































1 6397 -sf=8 -3 0 =-2 
(alyo,oi,a)=|3 3 1 3 一 一 5 20 1 
和 下 人 
| 2 2 1 
Er 1 0 0 多 1 0 -2|， 
r-2r-53s 0 1 Jrner0 0 1I 6 
于 是 ,ca 在 所 给 基 中 的 坐标 为 (1, 一 2,6)7. 
5. 在 R 中 取 两 个 基 
1 芝 3 ] 1 
Cl 三 |2|,az= |3|，,a3 王 7|;5: = ,52=|2|,p3= 中 
] 3 一 和 4 1 一 0 
试 求 坐 标 变换 公式 . 
解 记 (al,az,c3)=4， (pi ,5 ,83)= 卫 ， 


于 是 有 (有 ,583)=(ci,oaa,as)4 卫 ， 
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即 从 基 cl ,aa,as 到 基 Bi ,有 2 ,8; 的 过 渡 和 矩阵 为 4 :也 . 故 由 定理 2 得 坐标 变换 
公式 为 
Z1 1 


尼 2 一 忆 -1A 宛 2 |。 


立 3 并 3 
用 矩阵 的 初等 行 变 换 求 BA : 
35 12 3 2 
(万 ,4)=IL2 123 37| 荆 35 12 3 
41 -61 3 -2 41 -61 3 -2 
人“ 全 二 
一 一 0 -1 -2; -5 -7 -18 





ns4 [1 0; 13 19 43 
| 0i -9 -13 -30|， 
PruL0 1; 7 10 24 
于 是 所 求 坐 标 变换 公式 为 
zl] ff13 19% 431 人 zl 
2z2|=|=9 =-13 一 30||zz|. 
2 7 10 24) 儿 zs 


6. 在 R' 中 取 两 个 基 
人 三 [105050)55 本 = 人) 一 1 
e=(0,1,0,0)7， |oa=(0,3,1,0)T， 
ea=(0,0,1,0)， |a3s=(5,3,2,1)1， 
ei4=(0,0,0,1)7， Lo4=(6,6,1,3)7. 

(1) 求 由 前 一 个 基 到 后 一 个 基 的 过 渡 和 矩阵 ; 

(2) 求 向 量 (zi,zz,za,z4 并 在 后 一 个 基 中 的 坐标 ; 

(3) 求 在 两 个 基 中 有 相同 坐标 的 向 量 . 

解 (1) 显然 有 
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2 0 3 6 
1] 3 3 6 
(al ,2 ,03,04) 三 史 ' 到 这 多- 册 星 

1，02，03，04) 1 1 
1L01 3 

203 6 

业 、 .和 和 

所 以 过 渡 和 矩阵 为 = 
2 灶 
1 全 3 


(2) 设 向 量 在 后 一 个 基 } ai 下 的 坐标 为 (zj,z2,z3,zI, 则 由 坐标 变换 公 
式 , 有 


Z1 1 12 9 -27 -331 人 zl 
2 _1 | Za 1 1 12 =- = 三 23|1zsz 

， 三 吨 一 727 
3 立 3 9 0 0 一 声 3 
妆 4 4 人 9 26 zs 


(3) 设 向 量 y 在 两 个 基 下 有 相同 的 坐标 (yi ,yz ,ys,y4) 工 ,由 坐标 变换 公式 ， 
并 仍 记 坐标 向 量 (yi ,yz ,ys,y4) 为 y, 则 
?三 王 -y， 
即 (也 一 )y=0. 易 求 得 此 齐 次 线性 方程 系数 矩阵 的 秩 尽 (P- 巨 )=3, 从 而 解 空 
间 的 维 数 等 于 1, 且 上 =(1,1,1,-1)7 为 它 的 一 个 基础 解 系 . 故 所 求 向 量 为 
&(1,1,1,-1)7,& 为 任意 常数 . 
7. 设 线性 空间 Si (习题 六 第 1 题 (1) ) 中 向 量 


ie 
人 和 


(1) 问 5 能 和 否 由 ai,a; 线性 表示 ? b 能 否 由 al,a; 线性 表示 ? 
(2) 求 由 向 量 组 al ,az ,bi ,2 所 生成 的 向 量 空间 工 的 维 数 和 一 个 基 . 


HTNRINEIRHL 
构成 的 矩阵 


1 -11 2 1 0 2 -3 
2 =13 = rr ol 1 = 
1 13 4 000 1 
0 1 1 1 0 00 0 
可 见 (1) Rai,a,b)=R(oal,az)=2, 故 四 可 由 ai,a; 惟一 地 线性 表示 为 


bi 三 2al+a2i; 
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R(ai,a,b)=3>RCalaz)=2, 故 D2 不 能 由 QI Q2 线性 表示 . 
(2) 进一步 Ralyaz, pi,b2) = Ral,az,pb2) =3, 于 是 ai, az,b2 线性 无 
关 , 且 可 作为 由 alyaz, Di,D2 所 生成 空间 的 一 个 基 . 


8. 说 明 zOy 平面 上 变换 了 | ]= 4 人” | 的 几何 意义 ,其 中 


全 :2) 4= |。 :3) 4= 人， 0 4=| ] 
)4=( 0 中 = 让 = 了 个 人 


解 DT =-( 1 下 | 


中 人 -全 攻 reaa[cjayasaes 


0 人 = 全] 站 了 各 是 人 后 反射 ; 


(4) r 人 (jj= 人- j()- [了 ) 肖 7 把 向 量 人 } 先 关于 直线 yz 反 
射 , 再 关于 zx 轴 反 射 ; 或 者 把 向 量 绕 原点 顺 时 针 方向 旋转 90 ". 

9. ， 阶 对 称 阵 的 全 体 V 对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 一 个 二 n(m + 1) 维 线性 
空间 . 己 是 ” 阶 可 道 矩 阵 , 以 4 表示 V 中 的 任 一 向 量 ,变换 

T(4)= 了 I4P 

称 为 合同 变换 . 试 证 合同 变换 工 是 V 中 的 线性 变换 . 

证 Y4,BEV,YAER, 由 变换 下 的 定义 ,有 

[T(4)]I=(PI4AP)I=PI4IP=PI4P=T(4)， 
因此 T(4)EV, 即 工 是 V 中 的 变换 .又 
T(4+B)=PI(4+B)P=PIAP+PIBP=T(4)+T(B); 
T(A4)=PI(CAA)P=APTI4P=AT(A). 

由 线性 变换 的 定义 知 工 是 V 中 的 线性 变换 

注 首先 要 证 明 工 是 Y 中 的 变换 才 谈 得 上 去 证 明 T 是 线性 的 . 

10. 函数 集合 

V3=ilac=(azz+az+ao)erla, alyaoER| 
对 于 函数 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 .在 Va 中 取 一 个 基 
Cl1=Zzer,g2=er 03 三 ez， 

求 微分 运算 D 在 这 个 基 下 的 矩阵 . 

解 ”根据 微分 运算 的 规则 ,容易 看 出 D 是 Vi 中 的 一 个 线性 变换 ,直接 计算 
基 向 量 在 D 下 的 像 , 即 可 求 得 D 在 上 述 基 下 的 矩阵 : 
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D(ei)=D(zzer)=zzerz+2zez=(oalyc 03) 马 


0 
0 
1 








Da2)=D(zer)=Zerz+e=(aly cz， 03) 





人 )=ez=(al,oaa ,03) 


ER 


于 是 有 Dal,aa,x3)=(al,a2, 03) 


己 昌 一 一 人 己 





二 一 呈 
一 已 己 





上 式 中 等 号 右 端 的 矩阵 就 是 D 在 上 述 基 下 的 矩阵 . 
11. 2 阶 对 称 和 矩阵 的 全 体 


对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 .在 Vs 中 取 一 


人 0 1 0 0 
ce 由 
0 0 1 0 人 


在 V; 中 定义 合同 变换 
ro 人 (ja 人 
人 


求 工 在 基 4;,4:,4; 下 的 矩阵 . 
解 ”对 于 i=1,2,3, 把 4; 看 做 Vi; 中 的 向 量 ,并 记 为 wx, ,分 别 计算 基 向 量 在 


这 1 立 











aavmaER| 


宛 2 立 3 








工 下 的 像 如 下 : 
EN 
人 
1 
| 
=| }- Clij+oa+o3=(xl,o2, 03)|11 
1 1 
1 
rs 
7 -| 
0 
-| ,= 2+2a3s 三 (ol,02 ,03) 
芭 1 2 3 1 23 3 








2 
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re ij ao 


























0 
-人 0 1]=m= (eevoa) 0 | ， 
g 玫 
1 
1 0 0 
从 而 T(ol,o,oas)=(ola,ai)lL1 1 0|， 
1 -多 
1 0 0 
即 人 在 基 al,az,ca3s 下 的 矩阵 是 |1 1 0|. 
二 
习题 6( 附 答案 和 提示 ) 
6.1 已 知 R3 的 两 个 基 
1 0 0 1 | 1 
ej=|0 | ,ee= |0| 和 ai= =- | | 
0 0 1 0 0 1 
(1) 求 由 基 el,ez,es 到 基 xl ,ai,as 的 过 渡 和 矩阵 ; 
人 二 和 0 
(2) 若 由 基 xi ,az,as 到 基 有 i ,2 ,53 的 过 渡 和 矩阵 为 P= |0 1 -1|, 求 良 ,5,p3. 
0 0 1 








6.2 设立 是 所 有 2 阶 和 矩阵 在 矩阵 的 线性 运算 下 所 构成 的 线性 空间 Ma , 它 的 两 个 基 


和 工 为 
本 jms- -ma= 人 js 人 
Ban oa- om-( ml 让 


2 1 0 3 3 油 6 在 
二 人 寺 
过 1 0 2 LE 和 
(1) 求 从 基 工 到 基 下 的 过 渡 矩 阵 ; 
4 0 
(2) 求 4= [。 _ 1) 在 基 工 和 基 下 的 坐标 
6.3 若 R 中 变换 了 定义 为 


1 和 和 一 记 
工 |zz|=| +Z2 
3 立 1 


(1) 证 明 了 是 妨 中 的 线性 变换 ; (2) 求 了 在 自然 基 下 的 和 矩阵. 
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6.4 设立 = M:( 见 习题 6.2) ,在 V 中 定义 变换 T 为 
1 1 到 
vasv,TCO={ )4(_- ): 
-了 下 
(1) 证 明了 为 V 中 的 线性 变换 ; 
(2) 求 工 的 秩 . 
6.5 设 线性 空间 R 中 的 线性 变换 T 在 基 ei ,ez ,es 下 的 抢 阵 为 4= (ai)3x3, 这 里 e) 为 
单位 坐标 向 量 ,;=1,2,3. 
(1) 求 了 在 基 ei,ex,el 下 的 矩阵 ; 
(2) 求 工 在 基 el + ez,ez,ei 下 的 矩阵 . 
6.6 已 知 线性 空间 R* 中 的 线性 变换 人 满足 
开 ( 坝 灾 5) 了 一 《0 二 TD) 
求 的 像 空间 T(R") 与 T 的 核 N7. 
6.7 已 知 &3 的 两 个 基 xl ,wa,as 和 记 ,p ,3 , 且 
有 记 =2ci+o2z+3a3, 有 =ol+oz+203, 13=Ci+o2+03， 
5 7 -5 
0 4 寺 
2 
(1) 求 向 量 Y=4ai -Saa- as 在 基 有 .12,1 下 的 坐标 ; 
(2) 求 工 在 基 有 ,8:,p; 下 的 矩阵 . 


又 ,线性 变换 了 在 基 wi ,az,as 下 的 矩阵 为 4= 





答案 和 提示 























二 1 0 0 
6.1 (1) 过 渡 和 矩阵 4= |0 1 1|1;(2) 8 =|10|,8= |11|,53;= | 
Qi 0 0 站 
6.2 (1) 过 渡 算 阵 
2 0 地 看 
Re 1 有 
-1 1 2 1 
101 3 


(2) 4 在 基 工 中 的 坐标 为 (4,0,2,- 1)7; 4 在 基 开 中 的 坐标 为 


P 1(4,0,2,-1T= (二 ,2， -六 ) 


Il12 9 -27 -33 
二 人 还 1 12 -9% -23 
27| 9 0 0 一 18 

-7 -3 天) 
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2 -1 0 
6.3 (1) 略 ;(2) |1 1 0|. 
1 0 0 





6.4 (1) 略 ;(2) T 的 秩 等 于 2. 


Q33 QQ32 431 


6.5 (1) 工 在 (es,e,eli) 下 的 矩阵 为 Q23 422  Q&21 


QI3 412 41 


QI 十 Qi2 
(2) 下 在 e+e,ez,e3 下 的 矩阵 为 | azal +az 一 ail 一 al2 
Q31 十 Q32 
6.6 了 T(R")=|1(0,zi zol)TlziERE=1,2,… 
NT=|(z,0,…,0)I|zERI， 
T(R?") 的 维 数 等 于 )-1,N7 的 维 数 等 于 1 . 




















汰 二 也 
6.7 提示 :(1) 过 渡 和 矩阵 P= |1 1 1|,P -|- 
到 记 
4 9 
中 的 坐标 为 P-! |-5|=|=-14|; 
-1 0 
i 
(2) 工 在 有 ,8 ,8; 下 的 矩阵 为 已-14P= | 18 14 
-18 一 12 





Q22 ”CQ12 


Q32 


三 下 


223 一 QI3 | . 


0 
】 





Q33 


; 故 YY 在 及,8 ,5 


自 测 题 一 


(时 间 120 分 钟 ,总 分 100 分 ) 


1. 选择 题 ( 本 题 共 3 小 题 , 每 小 题 4 分 , 共 12 分 ) 
4 0 、，_ 
(c=|0 | 的 伴随 阵 C ( 过 


(|1414 O | O 
| 五 | 好 O 1414” 
本 141B” O 人 | 再 14 O 
O | 再 14” O 141 了 3 











(2) 设 4 为 关 阶 对 称 阵 ,已 为 z 阶 可 逆 和 矩阵 ,x 是 4 的 对 应 特征 值 的 特 
征 向 量 , 则 (P-:4AP)I 对 应 1 的 特征 向 量 是 ( ) 








(a) Pi:x (b) Pr (c) PTIx (d) (了 忆 -1)Ix 
& 六 ) 间 
(3) 设 怎 阵 B= 0 4 5|, 已 知 窍 阵 4 相似 于 下, 则 R(4A-2 巨 ) 二 
0 0 6 
R(4A 一 巨 )=( 二 
(al) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 
2. (10 分 ) 计 算 ” 阶 行列 式 
二 厢 3 2 5 光志 
工 1 丈 坟 井 雪 5 2 
,= 
工 1 工 2 3 


3. (10 分 ) 设 3 阶 窍 阵 4 和 了 满足 4”B4=2B4 - 8, 且 A4= 
| 1 0 0| 
0 -2 0|, 求 刀 . 
0 | 

4. (12 分 ) 已 知 向 量 
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1 2 3 4 
0 2 1 二 

本 ， @Z2 一 CQ3 一 9 于 ? 
7 辣 6 
0 2 | 


(1) 问 ae,b 取 何 值 时 ,有 不 能 由 向 量 组 wl ,az ,as 线性 表示 ? 
(2) 问 < ,5 取 何 值 时 ,8 能 由 向 量 组 wei ,a:,ws 线性 表示 ? 并 且 写 出 其 一 般 
表示 式 . 


1 3 
二 本 过 二 全 

人 us (10 分 ) 设 向 量 组 人 :1 三 1 CQ2 一 -3 及 B: = | 1 , : = 
1 7 [1 


1 
2 ,证 明 向 量 组 A 与 已 等 价 . 
一 4 
6. (12 分 ) 设 向 量 组 al ,az ,ai 线性 无 关 , 问 常数 *,: 满足 什么 条 件 时 ,向 
量 组 a - sal,2ai + az,3ai - ia3 也 线性 无 关 . 
7. (16 分 ) 已 知 二 次 型 F= zt+4z2+4z3 一 4zizz+4ziz3 一 8z2zi, 求 正 





记 1 .Vy1 
交 变 换 x= Py, 把 三 化 为 标准 形 ,这 里 ,zx= |zzl,y= |>:|, 并 指出 方程 =4 表 
3 -3 











示 何 种 曲面 . 
8. (10 分 ) 设 三 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 Mi1= -1,)2=A3=1, 对 应 于 )) 的 
特征 向 量 上 =(0,1,1)T, 求 4. 














1 1 1 3 0 0 
9. (8 分 ) 证 明和 矩阵 4A=|1 1 1 与 B=|0 0 0| 相 似 并 且 合 同 . 
1 1 1 0 0 0 
简 答 


1. (1) (d);(2) (c);(3) (d),4 的 特征 值 1,4,6, 故 RGA-25E)=3; 又 ,1 
是 4 的 单 重 特征 值 , 故 R(4- 巨 )=2. 注 :本 题 中 使 用 了 与 习题 5 的 5.1(6) 中 
完全 不 同 的 方法 ,两 种 方法 都 值得 学 习 . 
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2. 把 各 列 加 到 第 一 列 , 然 后 提取 第 一 列 的 公 因子 ( > zx; + 3) ,再 通过 行列 
趟 的 变换 化 为 上 三 角形 行列 式 





1 区 2 罗 
| 
可 国人 元 十 3 
下 “这 2 
证， | = 二 
0 0 3 


3. |4|= 一 2 天 0, 故 4 可逆. 
4*B4=2B4 -8 已 一 44*B4=24B4 -84 一 44 了 =24 了 一 8 
全 |4|B=24B -8E 一 (24 一 |4| 瑟 ) 也 =8 五 ， 
即 diag(4,-2,4)B=8FE 一 B=8(diag(4, -2,4)) -1=diag(2, 一 4,2). 
4. 参阅 习题 四 题 29. 记 和 矩阵 4 =(ali,az,a3s), 则 有 
有 能 由 向 量 组 xi ,xz ,ws 线性 表示 
今 非 齐 次 方程 组 Arx= 有 有 解 兮 R(4)=RC4A, 丰 )， 


另 一 方面 
上 和 | 河 1 2 3 4 
[他 汪汪 涯 | > 二 5 四 2 1 -1 
1 ww 1 6 0 a+2 0; 0 
0 21; 5 0 0 060+1 


于 是 :(1) 当 6 夫 -1 时 ,R(4) 和 R(4A,P),5 不 能 由 向 量 组 xi ,az,ws 线性 表 
示 ;(2) 当 0= -1l,a 夫 -2 时 ,RA)=R(4A,B)=3,1 可 由 向 量 组 gl, wz, ws 
惟一 地 线性 表示 为 PP=7al- os;(3) 当 2= -la=-2 时 ,R(4A)=R(4， 
有 )=2, 方 程 组 hx= 甩 有 无 限 多 解 , 其 通 解 为 
7 一 4 7 一 4k 
0 -1 一 大 
-1 2& 一 1 
于 是 ,8 由 向 量 组 ci ,ac; ,ws 线性 表示 的 一 般 表 示 式 为 

有 =(-44+7)awl 一 As+(2R 一 1)o3s,ER. 

5. 显然 RA=Ro=2, 又 


大 一 十 到 三 


,有 ER 及 . 
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1 0 到 反 
(4,B) 一 -| 1 - 寺 -于 |， 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
故 RA=Rs=RG4A,B), 两 向 量 组 等 价 . 

6. 参看 习题 4.2 ,st 天 一 6. 

7. 三 的 矩阵 为 
1 - 玉 2 

4=|-2 4 -4|， 

2 -4 4 








其 特征 值 为 人 ,= =0,)3=9. 

对 应 于 特征 值 M = 1; = 0 的 两 个 正 交 化 的 单位 特征 向 量 为 mi = 
(二 ,二 ,中 =(- -人 -人 ) ;对 应 于 特征 值 ;=9 的 单位 特征 向 量 
V5 V5 3V5 3V5 3V5 

生 
为 认 = | 言 ,全 洁 】 , 令 
卫 =(pi,p2,p3)， 
则 P 为 正 交 矩阵 ,再 令 正 交 变换 x = Py ,在 此 变换 下 , 矿 化 为 标准 形 := 9 

方程 /= 4, 在 几何 上 表示 是 ys = 土 伟 的 两 个 平行 于 坐标 平面 y Oy 的 平 

面 , 且 与 原点 的 距离 为 他. 


8. 对 应 于 2=)3=1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 上, ,3 ,必定 与 E 正 交 ， 
故 可 取 

6=(1,0,0) ,53=(0,1, 一 1)7. 
并 且 6 ,53 也 已 正 交 ,于 是 , 若 记 


0 1 0 
证 
忆 =(5 62,53)=|V2 V2 
1 1 
| 0 2 
V2 V2 
-1 0 0 
则 己 为 正 交 阵 , 且 有 P-I4P=| 0 1 0|, 于 是 
0 0 
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1 0 0 
4=Pdiag(-1,1,1)P-!=Pdiag(-1,1,1)PI=|0 0 -=-1|. 
0 -1 0 
1-) 1 1 
9. I4-)MEI=| 1 1-) 1 |1=(3-A)(-)). 
1 1 1=-) 





知 4 的 特征 值 为 3,0,0, 于 是 ,4 必 可 正 交 对 角 化 为 下 =diag(3,0,0), 因 正 交 相 
似 变换 既是 相似 变换 ,又 是 合同 变换 ,从 而 矩阵 4 与 下 相似 且 合 同 . 


自 测 题 二 


(时 间 120 分 钟 ,总 分 100 分 ) 


1. 填空 题 ( 本 题 共 4 小 题 ,每 小 题 3 分 , 共 12 分 ) 














1 3 
(1) 设 向 量 c = ,8B= |2|, 和 矩阵 4=apr, 则 45= 
3 1 
(2) 设 4 阶 矩阵 4 的 秩 是 2, 则 其 伴随 矩阵 4 ”的 秩 是 
1 2 -2 
(3) 设 4= 14 t -3|, 并 且 4 的 列 向 量 组 线性 相关 , 则 := 
当 -“ 一 汪 1 








(4) 设 ) 为 方 阵 4 的 一 个 特征 值 ,|41=2, 则 (4 )-2 必 有 特征 值 
(4 为 4 的 伴随 矩阵 ). 
2. (10 分 ) 计 算 ” 阶 行列 式 





到 凋 荆 Q 5 Q 
驴 呈 2 
1 Q& 二 1 
其 中 未 写 出 的 元 素 全 为 0. 
3. (10 分 ) 设 ” 阶 矩 阵 4 和 也 满足 4=A4 十 也， 
3 5 0 
(1) 证 明 4-- 巨 为 可 逆 和 矩阵 ; (2) 若 4=|1 2 0|, 求 也 . 
0 0 2 








4. (8 分 ) 求 下 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 其 余 向 量 用 此 最 大 无 关 组 
线性 表示 . 


1 学 尼 3 

2 地 一 令 20 反攻 

CGI1 一 ;CC2 一 - 妈 ， Ga3 一 8 3@4 一 -9 ,Ga5 一 1 
一 1 二 意 = 一 12 2 
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s. (14 分 ) 已 知 线性 方程 组 


( 工 一 和 72 二 《一 入)zz 十 Z3 三 1+A， 
(1 一 2A)zIT 十 ( 工 一 入 )za 十 Z3 三 1 ， 
将 示 za+(1--A 和 )z3=1， 


问 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 惟一 解 、 无 解 或 有 无 限 多 解 ? 并 在 有 无 限 多 解 时 求 
出 通 解 . 

6. (10 分 ) 设 向 量 组 A:ai,az,ai 及 了 :bi=3al+2as+ai,b2=ali+2a)， 
b3=2ai+as, 证 明 中 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 A 组 线性 无 关 . 

7. (8 分 ) 设 德 阵 4=(al,az,ai,ai).al,as 是 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 
组 , 且 a=2al-3ai,ai=-al+aiib=al+2a3i 一 a4: 求 方程 Ax= 的 通 解 . 
]， 汉 塌 
二 也 
2 2 1 


8. (16 分 ) 设 矩 阵 4 = ,多 项 式 p(z) =z-25z", 求 正 交 阵 已 ， 








使 P p(4)P 为 对 角 阵 . 
9. (12 分 ) 设 二 次 型 = zi+ zz+zi+2azizz+2ziz3s+2pzr2z3 通 过 正 交 














民 1 | 
变换 | zz |= 王 |y 化 为 F= 妇 +2 当 , 求 ,0. 
民 3 .yy3 
简 答 
3 2 1 
1. (1) 105|6 4 2|;(2) 0, 由 定义 或 参阅 习题 四 题 26;(3) 3;(4) 2 
9 .63 








2. 把 D, 按 第 ” 行 展开 得 递 推 关 系 式 
万 = (区 本) 历 , 1 一 训 (C 十 1) 半 =(G 十 工 ) 站 -226(E 十 1) 三 
=(ae+l)" 1DI=(z=-l)a(e+l)n =(e+l)" [ao 一 (2 一 3)a+I. 
3. (1) 4 有 =A4+ 有 一 (4 一 下 )( 有 一 五 )= 下 一 4 一 已 可 逆 ;(2) 4B= 人 4 二 开 
2 5 0 
1 1 0 
0 0 6 


(4A-E)B=4=B=-(4- 下 )-14( 由 (1)) 一 B = 也 ,其 中 (4-- 











100 5 -1! 
010 2 1 
001 -2 1 
000 0 0 


于 是 w ,a? ,3 为 最 大 无 关 组 , 且 gw4=Sol+2eo2 一 2a3,05= 一 Cl+ Ca 十 03， 
5. 对 带 参数 的 增 广 矩 阵 进行 矩阵 的 初等 行 变 换 方法 可 参看 教材 第 3 章 
例 13 ,这 里 仅 给 出 用 行列 式 求解 的 方法 . 
系数 矩阵 的 行列 式 为 
三 从 一 下 生 臣 1 
下 一 28 了 二 起 1 
1 1 1 一 从 
所 以 , 当 和 和夫 0,) 和 天 2 时 ,方程 组 有 惟一 解 ; 当 和 =2 时 ,方程 组 的 增 广 矩阵 成 为 


三 2(A 三 2 





















































-1 -=-1 1 3 1 1 -1 3 
-3 -=1 1 1 二 | 二 5 
1 1 -1 1 00 0 1 
系数 矩阵 的 秩 =2, 增 广 矩 阵 的 秩 =3, 故 无 解 ; 当 和 =0 时 ,方程 组 的 增 广 矩阵 为 
1 1 1 1 下 
1 
和 0 0 0 0 
系数 矩阵 的 秩 = 增 广 矩 阵 的 秩 =1<3, 故 有 无 限 多 解 , 其 通 解 为 
1 关 证 = 让 1 
x=|zz|=A| 1|+A| 0|+|10| ,kzER 
工 3 0 1 0 
3 1 2 
6. 了 =A4K, 其 中 玉 =|2 2 0| 为 可 逆 和 矩阵 4=BK- 1， 
2 0 1 








即 A 组 可 由 已 组 线性 表示 字 A 组 与 已 组 等 价 全 RaA = Rs 字 口 组 的 秩 =3 的 充 
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要 条 件 是 A 组 的 秩 =3= 日 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 A 组 线性 无 关 . 
7. 由 题 设 RC(4)=2 且 4x=0 的 基础 解 系 为 
(人 21 
非 齐 次 方程 特 解 为 (1,0,2, -1)7, 故 方程 的 通 解 为 


1 2 1 
划 三 | 十 1 ,clyc2 和 ER 及 . 
构 -3 -1 
-1 0 1 
1- 2 交 
8 . I4-)MEI=| 2 1-) 2 |1=(S-1)(-1-1)2， 








2 2 1-A， 
4 的 特征 值 为 Mi;=S$,)2=43= 一 1. 
1 


对 应 于 特征 值 Mi; =5 的 单位 化 特征 向 量 为 户 万 (1 ,1,1)7 ;对 应 于 特征 值 
和 2=)3= 一 1 的 两 线性 无 关 特 征 向 量 为 





























一 并 一 六 
= 1|,53=| 0|， 
0 1 
把 它们 正 交 化 .单位 化 得 
让 一 工 
1 全 1 | 
有 + 一 - 
VY2 0 V6 
令 三 阶 和 矩阵 
] 1 1 
V3  Vv2  YV6 
P=( )-| 二 二 一 - 
DR27237 , 层 | 
1 委 
RN 0 3 
人 VG6 


则 已 即 为 所 求 正 交 和 矩阵 , 且 因 
P -4P=diag(5,-1,-1)=4， 
于 是 ,P 'p(4)P=p(P -4P)=p?(4A)=diag(p(5),p( -1),p(-1))= 
diag(0 ,24 ,24). 
9. 三 在 正 交 变换 前 后 的 矩阵 分 别 为 
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1 aa 1 
司 ”下 届 
1 瑟 
于 是 ,它们 相似 ,从 而 有 相同 的 特征 多 项 式 , 即 
|14A- 和 ) 互 |=| 再 一 和 一 3-312+(2 一 au 一 的 )+(a 一 0)2= 3 一 312+2)， 
比较 上 式 等 号 两 边 的 》 的 相同 寡 次 项 的 系数 , 知 

和 


4 = 和 如 = 











0 0 0 
0 1 0|， 
0 人 艺 





罗 = 而 = 和 
汪 = 


